Chapitre 1

ANALYSE VECTORIELLE



ANALYSE VECTORIELLE

Nicolas CHIREUX

9 octobre 2017



ANALYSE VECTORIELLE

Soient U et V deux champs scalaires et a et b deux champs vectoriels.

Attention l’équivalence des formules avec celles données avec la notation V n’est rigoureuse
qu’avec le systéme de coordonnées cartésiennes. Dans les autres cas, c’est juste une facilité de

notation tolérée.

1.1 Formules portant sur un seul champ

Y Y —
(VU) = V?U soit div(gradU) = AU

<

= = _ - = _
2. [V A(VU) =0 soit rot(gradU) = 0

= = ~ — ~
3. |V.(V Ad) =0 soit div(rotd) =0

- - - — — —

4. |V A (V AG) = V(V.@) — V2@ soit rot(rot @) = grad(divd) — Ad

1.2 Formules portant sur deux champs

- - . — — -
1. VUV)=VV(U)+UV(V) soit grad(UV) =V gradU + U gradV
o = o =
2. |V.(Ua) =d(VU) + U(V.d) soit div(Ud) = gradU.d + Udivd
— - — — — —
3. VA UG = (VU)ANG+U(V AQ) soit rot(Ua) = gradU ANa+ Urotd
- — —

5. VA@AD) = (V.b)d— (V.a)b+ (b.YV)d — (@.V)b
— — - - e e
soit rot(@ A B) = (divh)d@ — (div@)b + (b. grad)@ — (a. grad)b
6. V(@b)=an(VAb) +bA (VAT + (bV)E+(@V)b
— - - o - — - - -
soit grad(a.b) = a A (rotb) + b A (rot @) + (b. grad)a + (@. grad)b

1.3 Expressions des opérateurs dans divers systémes de coordonnées

1.3.1 Gradient

% s . ou v\ v\
cartésiennes : | grad U = . @ F ) €, + 5, ) &

—
* cylindriques : | gradU = <%—Z> er + . <?9_g) € + <?9_Z) &

ot
= ou 1 /oU 1 oU
* gphériques : | gradU = (E) € + - (%> €p + s d <%> €y

1.3.2 Divergence

% L. . 0ty Oay Oa,
cartésiennes : | divd = o 4 I + =

r or 00 0z

1 AN E e - .1 (dra,
* cylindriques : divd = — (ara > + - (aag) + <8a ) Si d = a,(r)é; alors divd = — < ;a )
r r T

1 /dra. 1 Oag sin 0 1 da
% h) . : PN - T —Lp .
sphériques : diva ) ( or ) + rsin 6 ( ol ) * rsin 6 ( Oy )

Si d = a,(r)e; alors divd =

r2

5

dr2a,
dr

)




1.3.3 Rotationnel
" . - <8az 8ay> . (8@1 8az> . (8 6%) .
cartésiennes : | rot a = —— e+ | = — €y — = @z
z 0.
1
T

0z ox iy
* cylindriques : rotd— <l daz _ %> € + (aaT - 8az> €p + (8 rag) %(Z) 2

r 00 0z 0z or

1 O(apsing)  0Oag . 1 1 Oa, O(ray)\ . 1 [0(rag) Oa,\ .
. Erwell K2 sl o - €+ = - o
7 sin 6 ol7) dp sin @ dy or r or 00

—
* gphériques : rotd =

1.3.4 Laplacien

2
* cartésiennes : | AU = 'l
02

_|_

0*U i 0*U
Oy? 022

L. 0*U 1 /0U 1 (02U 0*U . 1/4d dU
* cyhndrlques AU = (W)-F— (E)—i_ﬁ (W>+(W) SiU = U(’I") alors AU = ; (%7" (5))

<

* h" AUﬁ 82_U +g a_U + 1 82U + 1 2 QaU
SPherues :  \ or2 r \ Or r2sin? 6 \ Op? r2sinf \ 00 sin 09 ) )

: 1 (d ,(dU
SiU =U(r) alors AU = 3 (Er (E))

1.4 Action des opérateurs sur le triédre de base

1.4.1 Coordonnées cylindriques

Rotationnel

—

-, = -, €, -, -
rote, =0 roteg = — rote, =0
7

Divergence

1
dive, = — diveg =0 dive, =0
r

1.4.2 Coordonnées sphériques

Rotationnel

N = = e s cosf _, €y

roté, =0 rotéy = -2 TOt€, = — - —

T rsin 6 T
Divergence

d d ! dive, 0
we,. = —  divey 1We, =
" rtan 6 2




