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Les modeles de pollution (par exemple atmosphérique) sont des des-
criptions mathématiques du transport, de la diffusion et des réactions chi-
miques des polluants. Les équations sont généralement des équations aux
dérivées partielles (EDP) et des systémes dynamiques, et les inconnues sont
des concentrations de polluants. Une question majeure est de connaitre les

« pics de pollution » (i.e. le maximum des concentrations).

1 Modéle physique

Nous considérons un modéle de convection-diffusion. La convection est
due au mouvement de I’air (le vent) qui disperse le polluant. Ce phénoméne
est un phénomeéne macroscopique (mélanges de masses d’air). Le phénomene
de diffusion est un phénomeéne microscopique; les particules des espéces chi-
miques polluantes ont tendance a aller des zones de haute concentration vers
les zones de faible concentration. Dans le modéle de convection-diffusion, ces
deux types de dispersion sont pris en compte. Par ailleurs, nous supposons
que le polluant est constitué d’un seul composant chimique et celui-ci n’in-
teragit avec aucun autre composant. On n’a donc pas de réaction chimique
et cette hypothése simplifie considérablement le modéle.

On note € un ouvert borné de R4, d = 1,2 ou 3, T un réel, T > 0, @(z) la
vitesse de I'air au point z,z € §, et ¢(z,t) la concentration au point z et au
temps t. (Notons que la vitesse est indépendante du temps). Les équations

du modeéle sont les suivantes:

%(x,t) ~ oAc(z,t) + i@(z).Ve(z,t) = 0z € Q¢ €]0,T (1)
ou P
8 _ = 0
A= "a?f’“v“zuiaxi

et o > 0 est le coefficient de diffusivité du polluant dans 1’air. Nous avons
besoin pour résoudre cette équation d'une condition initiale:

c(z,0) = co(z) z € Q; avec cy(z) donné, (2)



et de conditions auz bords:
c(z,t) =0,z € 0Q,t € [0,T[ (3)

Il est admis que dans I’équation (1), le terme —oAc modélise la diffusion

tandis que le terme 4.Vc modélise la convection.

2 Analyse mathématique du modéle en dimension
1

2.1 Modéle de diffusion pure

On considére le cas unidimensionnel, 2 =]0,1[, on néglige le terme de
convection (u = 0) et on suppose que o = 1. Les équations du modéle sont
alors les suivantes:

%(x,t) - %‘é(m,t) = 0z €]0,1[,¢ €]0,T[ 4)
c(04) =c(1,t) =0 ¢t [0,T] 5)
c(z,0) = co(z)z € [0,1]; co(x) donné (6)

Nous allons montrer que la solution de (4)-(6) est unique et donner son

expression.
Unicité de la solution Soient c; et ¢y deux solutions, on pose: ¢ = ¢; —cs.

La fonction c vérifie (4), (5) et: ¢(z,0) = 0 pour tout z € [0,1]. Multiplions
(4) par c et intégrons sur [0,1]:

1 dc 1 9%¢
/0 a(x,t)c(m,t)dx —-/0 —{h—z(m,t)c(m,t)dm = 0 pour tout ¢ €]0,T]

En intégrant par parties et & I’aide des conditions aux bords, on obtient:

1 86 1 80 2
b—t(z,t)c(x,t)da: +/0 (%(z,t)) dz = 0 pour tout ¢t €]0,T
0



soit

1
/ ¢ (z,t)dz < 0 pour tout ¢ €]0,T
0

DO
&=

Donc E(t) = fol c?(z,t)dz est une fonction décroissante et positive. De plus,
E(0) = 0; par conséquent, c(z,t) = 0 pour tout z € [0,1] pour tout ¢ €
[0,TT.

Expression de la solution Nous allons résoudre le probléme (4)-(6) par

la méthode dite de séparation des variables, ce qui consiste & chercher la
solution ¢(z,t) sous la forme: ¢(z,t) = ¢(t)¥(z). (Du fait que la solution de

(4)-(6) est unique, si nous trouvons une telle solution & variable séparée alors

on aura montré que c’est la solution du probléme).

L’équation (4) donne: %%} = 11:;’( ; pour tout t, pour tout .

On en déduit qu’il existe A € IR tel que: %I(:T) =X % = ) pour tout ¢, pour tout z.
D’ou: ¢(t) = Cexp(At)C € R.

Cherchons a présent expression de 9(z).

ler cas: A > 0. On pose: A = a%,a € R. On a: 9" (z) — a®y(z) = 0.
D’ou: 9(z) = Aexp(az) + Bexp(—az); A,B € R.
Les conditions aux bords (5) donnent: A = B = 0 et Aexp(a)+Bexp(—a) =
0. Ce qui donne: ¢(z,t) = 0, ce qui est impossible.

2eme cas: A = 0. On a: 9"(z) = 0. D’ou: ¥(z) = Az + B.
Et d’aprés (5): A = B = 0. Ce qui est & nouveau impossible.

3éme cas: A < 0. On a: A = —a? et ¥ (z) + a®y(z) = 0.
Par ailleurs, nous ne cherchons que les solutions réelles. On obtient alors:
Y(z) = Acos(az) + Bsin(az). D’apres les conditions aux bords (5): A = 0
et Bsin(a) =0, d'ou a = km,k € Z. (Le cas B = 0 est exclu pour les mémes

raisons que précédemment). On obtient finalement:

c(z,t) = Ay exp(—k?n2t)sin(knz)k € Z,A; € R (7)



La fonction c(z,t) définie par (7) vérifie bien (4) et (5). Il reste & vérifier
la condition initiale (6). Ce qui donne: ¢y(z) = Agsin(krz).
Par conséquent, pour une distribution initiale de concentration de la forme
Agsin(krz), la solution du probléme (4)-(6) est la fonction c¢(x,t) définie
par (7). Mais, a priori, la distribution initiale de concentration du polluant
n’est pas de la forme Apsin(kmz)! Cependant, nous allons « superposer » les
solutions selon le principe suivant.
Nous supposons que la condition initiale co(z) est continue et dérivable sur
[0,1]. Si T’on prolonge co(z) sur [—1,1] de fagon impaire i.e. nous construisons
¢o(x) tel que é(z) soit continue, dérivable, impaire sur [—1,1] et &(z) =
co(z) pour z € [0,1]. On prolonge ensuite ¢o(z) par périodicité (de période
2) sur IR tout entier. On peut alors développer la fonction obtenue &(z) en

série de sinus:

1
co(z) = Zbksin(km:) avec by = 2/ co(z)sin(krz)dz
k>1 0

Et nous écrivons:

c(z,t) = Z b exp(—k*?t)sin(krz) (8)
E>1

ol (bk)k>1 sont les coefficients du développement de Fourier de o(z). Le fait
de chercher c(z,t) de la forme (8) consiste & « superposer » les solutions;
ce qui nous est permis puisque 1’équation (4) est linéaire par rapport a l'in-
connue c(z,t). Remarquons qu’étant donnée la régularité de &, la série (8)
est uniformément convergente. La fonction c(z,t) définie par (8) est alors
continue en ¢ et continue en z. De méme si nous dérivons (8) par rapport &
t et par rapport & z, nous obtenons des séries uniformément convergentes.

Nous obtenons:

%(x,t) = — Z b k272 exp(—k*m?t)sin(knz),t > 0,z €]0,1]
E>1

B} == — Zbkk27r2 exp(—k27r2t)3in(k7rz),t > 0,z €]0,1]
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On obtient finalement que la fonction c¢(z,t) définie par (8) est solution de
(4) pour t > 0 et z €]0,1[. Il reste & voir si ¢(z,t) vérifie les conditions aux
bords et la condition initiale.

Du fait que la série est uniformément convergente par rapport 4 z (dans l'in-
tervalle 0 < z < 1lorsque ¢ > 0), nous avons bien: il_l)l(l) E(@t) =0 = ilﬂm1 c(z,t).

De méme:

y e 1.2 2 5 —
tlg% clzit) = }%;bk exp(—k“n“t)sin(krz) = co(z),z € [0,1]

On en conclut que la fonction ¢(z,t) définie par (8) est la solution de
(4)-(6).
Nous remarquons d’aprés (8) que c(z,t) s’amortit au cours du temps, ce qui

est conforme a 'intuition que 'on pouvait avoir dés le départ.

2.2 Modéle de convection pure

Nous considérons a présent le cas de la convection pure unidimensionnel

avec la vitesse u constante. Les équations du modele sont les suivantes:

?-c(a:,t) + u%
oz

= (z,t) =0, z €]0,1[t €]0,T] o (9)

avec la condition initiale:
c(z,0) = co(z)z € [0,1]; ¢o(z) donné (10)

et une condition au bord que nous allons préciser. L’équation (9) s’appelle
I’équation de transport. La condition au bord que I’on associe a (9) va dé-
pendre du signe de la vitesse u. En effet, il est facile de vérifier que la solution
de (9), (10) est:

c(z,t) = co(z — ut),z €]0,1[,t € [0,T] (11)

Nous remarquons alors que la concentration est effectivement transportée
selon le champ de vitesse u (cf fig. 1).
Le probléme étant de connaitre c¢(z,t) pour tout z € [0,1] et pour tout

t € [0,T7, il apparait que:



: c(l.t8= CO(XZ)

FIG. 1 - Solution de I’équation de transport unidimensionnelle (u > 0)

i) une condition sur le bord ou le champ de vitesse est rentrant est nécessaire
(en z = 0 pour u constante positive),

ii) une condition sur le reste du bord est incompatible avec 1'existence d’une
solution ¢(z,t), pour toute fonction ¢ (z) donnée (assez réguliére).

Nous prenons alors comme condition ay bord, I'une des conditions suivantes:

{ c(0,t) donné si wu = constante > 0 (12)

¢(1,t) donné si wu = constante < 0
Ainsi, le probleme (9)(10)(12) admet comme unique solution, la fonction
définie par (11).
Remarquons que contrairement au cas de la diffusion, la solution n’est pas
amortie au cours du temps.

2.3 Modéle de convection-diffusion

Nous considérons maintenant le modéle de convection-diffusion unidi-
mensionnel avec u constante. Les équations du modéle sont:

dc d%c Oc
—a—t(.'z:,t) - aé—)ﬁ(m,t) + ua(z,t) =0, z €]0,1[,t €]0,T] (13)

avec la condition initiale:
c(z,0) = co(z)z € [0,1]; co(z) donné (14)
et une condition sur tout le bord:

c(0,t) = ¢(1,t) =0, t € [0,T][ (15)



De méme que dans le paragraphe 2.1, nous pouvons montrer que la solution
de (13)-(15) est unique. Donnons & présent une expression de cette solution.

Connaissant le développement en série de Fourier (complexe) de cy:

co(z) = Z oy exp(ikmz)
keZ

on cherche la solution (de maniére formelle) sous la forme:

elm;t) = Z ay exp(tknz) B (t)

kez

On a B,(0) = 1 et pour chaque k:
ay exp(ikmz) By, (t) — oBk(t) (ikm)? + ubk (t)(ik7)] = 0 pour tout z pour tout ¢

soit: B (t) = —(w?k? + imku)B(t) pour tout £. D’o0 (en tenant compte de
Br(0) = 1): Bx(t) = exp(—(n?k?0 + iwku)t), et donc

c(z,t) = Z o exp(—n2k2ot) exp(ik(z — ut)) (16)
keZ
La fonction ¢(z,t) définie par (16) est alors la solution de (13)-(15).
Remarquons que en prenant u = 0 dans (16), nous retrouvons la solution du
modele de diffusion pure avec amortissement de la concentration initiale au
cours du temps. De méme, si nous prenons ¢ = 0 dans (16), nous retrouvons
la solution de I’équation de transport avec propagation de la concentration

initiale sans amortissement.

3 Schémas numériques

Nous venons de voir dans le paragraphe précédent que dans le cas unidi-
mensionnel, avec u constant et des conditions aux bords simples, nous savions
calculer la solution explicitement. Cependant, lorsque la géométrie du pro-
bléme est deux ou trois dimensionnelles quelconque ou si u n’est pas constant
ou encore si les données aux bords sont complexes, nous ne savons plus effec-
tuer de tels calculs. Nous avons alors recours & I'approximation numeérique.

La méthode numérique la plus classique est la méthode des différences finies.



Cas de la diffusion pure en dimension 1 Décrivons le principe de la
meéthode des différences finies dans le cas du modéle de diffusion pure unidi-
mensionnel (4)-(6). On note c(z,t) la solution ezacte de (4)-(6) (on suppose
que l'on ne sache pas calculer cette solution). On discrétise la géométrie spa-
tiale et le temps ainsi: on pose z; = iAz,Az = % et t, = nld Nt = % On
note h = Az le pas d’espace et k = At le pas de temps. Le point (Ziytn),
0<i<N,0<n< M est un point du « maillage », cf Fig. 2.
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F1G. 2 - Maillage du schéma auz différences finies.

L’objectif du schéma aux différences finies va étre de calculer une ap-
proximation de c(z,t) en chaque point du maillage (z;,t,). On note par la
suite ¢ Uapprozimation de c(z;,ty).

Le principe de construction du schéma aux différences finies est le suivant.
On approche les termes dyc(zi,tn) et 0%,¢(z;t,) par des combinaisons li-
néaires de c(z,t) en des points voisins de (z;,t,), cf Fig. 2. Pour cela, on écrit

par exemple pour le terme en temps, le développement de Taylor suivant:

@ k2 9%¢

c(Tistn1) = c(Titn) + k= (zi,t) + —2"5t—2($z‘,tn) +...

ot
Et donc:
a . — 2
g (asta) = Sl o) L o), an
De méme, on montre que:
0% c(Tit1,tn) — 2¢(zi,tn) + c(Ti_q,t
w(xi’tn) = ( i n) (hzz n) ( = n) +O(h2)



En injectant ces deux expressions dans I’équation (4), on obtient:

C(wi,tn+l) - C(xhtn) _ c($i+17tn) - 2C($i7tn) + c(xi—lytn)
k h?

' pour1 <7< N-1,1<n< M-1.On en déduit alors le schéma numérique:

= O(k) + O(h?)

At —cp a2+ _
k h?
pour 1 <i<N-1,1<n<M-1(18.0) (18)

cg=cx=0,0<n< M(18.h)
& =co(z;)0<i < N(18.c)

L’équation (18.a) se réécrit:

s S PV S 1<i<N-1n=123

G =¢ +}—15(Cz‘+1— G+ )1<i<N-1n=123,...
On obtient alors trés facilement avec un ordinateur, ¢} ’approximation de
c(z;,tn) pour 1<i<N-1,n=123,... Notons toutefois qu’en l’absence de condi-
tions sur les paramétres du schéma, ces calculs peuvent ne pas étre corrects.
En effet, une analyse (non triviale) de ce schéma montre qu’il est convergent

(ie. lim max|c(zs,tn) — ¢ = 0) sous la condition:
h—0,k—0 1,5

k At 1
B e e
0"h2 Az? — 2

Cette condition (19) nous enseigne que ce schéma est, d’'un point de vue

(19)

pratique, d’une utilisation relativement limitée.

Cas de la convection pure 1D Construisons selon le méme principe,
un schéma aux différences finies pour calculer une approximation de la so-
lution de (9)(10)(12). (Nous prenons le vitesse u constante et strictement
positive). Pour approcher le terme %(z,t), nous utilisons la relation (17).
Pour approcher le terme gg(z,t), nous pouvons écrire:

Oc h? 8¢
c(Tig1,tn) = c(zi,tn) + h%(zi,tn) -+ ?b?(xi,tn) -
ce qui donne:
Jc c(ZTit1,tn) — c(z;,t
plaity) = Lttt Zcltih) o)

10



Notons que nous avons également:

dc ) _ c(xitn) — c(Zi—1,tn)
2 (wita) = . +0(n) (20)
ou encore:
Oc,  + c(@ip1,tn) — c(Tio1,tn) 2
%(xzatn) = oh +O(h ) (21)

Cette derniére relation parait étre la plus avantageuse. En effet, le terme
restant est un O(h?); il converge donc plus vite vers 0 lorsque h tend vers 0
qu'un O(h). La formule aux différences finies qui en découle:

c(Tit1,tn) — c(Ti—1,tn) _0c,
2h = oz (i/tn)

est alors plus précise que les deux autres.
En utilisant les relations (17) et (21) nous construisons le schéma numerique
suivant pour approcher le probléme (9)(10)(12):

n+l _ on ct . — C’?—l

2 1 141
E U g

pour 1<i<N-1, n=1,2,3..
cg=0,n>0
¢ =co(z:),0<i< N

C —0

Malheureusement, ce schéma ne fonctionne jamais! En effet, la solution nu-
meérique c¢; calculée & l’aide de ce schéma explose immédiatement au cours
du temps. Ce schéma n’est pas convergent. Alors, comment construire une
schéma aux différences finies qui approche bien le probléme (9)(10)(12)7

Si nous nous rappelons du comportement de la solution de (9)(10)(12) (cf
Fig. 1), nous pouvons penser qu’une bonne formule aux différences finies pour
approcher le terme gg—(:c,t) ne découle pas de (21) mais plut6t de (20). Nous
obtenons dans ce cas, la formule aux différences finies décentrée suivante:

c(@istn) = c(zi15tn) _ Bc .
h = or (@istn)

Le décentrage de cette formule est tel que 'on « remonte » le champ de
vitesse pour aller « chercher I'information » (cf Fig. 1 et 2). Avec un tel

11



choix de décentrage, nous obtenons le schéma numérique suivant:

C?H =i " + ¢ — €y -0
k TR T

pour 1<i<N-1,n=1,2,3,... (22)

cg=0,n>0

¢ =co(z:),0<i< N

Une analyse de ce nouveau schéma nous montre qu’il est convergent sous la

condition suivante:

ult
< —2xX1
0< Az —

Par ailleurs, ce schéma présente 'inconvénient (mineur) suivant: il introduit
de la diffusion artificielle. En effet, nous avons:
n n no _.n n o 9.n n
il = L =S e = hery =268 + ¢y
h 2h 2 h?

)

Le schéma (22) est alors équivalent au schéma centré pour ’équation de

convection-diffusion avec comme coefficient de diffusivité: —u.

La diffusion artificielle s’observe trés facilement lors des tests numeériques.
En effet, si la condition initiale est un « pic de pollution », la solution n’est
pas transportée sans amortissement (comme elle devrait I’étre) mais elle est
transportée tout en étant légérement « diffusée », ce qui a pour effet de
« tasser » artificiellement le pic. (Nous pourrons observer ce phénomeéne lors

des résultats de simulation 2d qui suivent).

Extension au cas de la convection diffusion 2D On peut construire
selon le méme principe un schéma aux différences finies pour le modéle initial
(1)-(3) dans le cas bidimensionnel. Nous considérons la situation suivante:
d = 2,Q =0,1[x]0,1[; @ = (u1,u2)T, u; constante positive et ug(z,y) <
0,Y(z,y) € Q. Alors, avec des notations évidentes, nous obtenons le schéma

12



numeérique suivant:

n+1

‘) n ) () ) _9.N n
Cj " Gg [ci+1,j 26+ 4 Gt 2¢7; + Cw—l]
At Az? Ay?
Cij— i1, Cli41 — i
+u = 4 w(%yﬂ’——’ =0
J Az Ay (23)

pour i=1,..,N-1,j=1,...,L—1,n=0,1,2,...

n _ .n — N _ . LA -~

CO’j = cN,j = C’i,O — ci,L = O, Z—O,..,N,]—O...L,n—0,1,2,...
0 _ . .

\ ci,j = Co(.’I)i,yj) i=1,..,N-1,5=1...L—1

Nous pouvons montrer que ce schéma, est convergent sous une condition
analogue mais plus complexe que (19).

13



Résultats de simulation

Nous considérons le schéma numérique (23) avec les données (acadé-
miques) suivantes:  =]0,L[x]0,L[,L = 1000m, ¢ = 100 (ou o = 0 si convec-
tion pure), u; = 10m/s, ug = —20((%)2 + (g)z)m/s,

L
100 si  r<2E
co(z,y) = ¢ 50(1 + cos(R(3r — 2R))) si —35 <r<R
0 st r>R

avec R = 200, r* = (z — 20)? + (y — 0)?, o = 300 et yo = 700 (les
concentrations s’expriment en mg/m3). Les résultats obtenus sont indiqués
sur les figures ci-dessous. (Les échelles en z et y indiquées sur les figures

doivent étre multipliées par 10).
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F1G. 3 - Concentration initiale. max( ;) =100
i,j
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Concentration finale
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F1G. 4 — Convection pure. Concentration a T = 30s. max(cf‘f) =93
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Concentration final
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F1G. 5 — Convection-diffusion. Concentration ¢ T = 30s. max(cgf ) = 62
0]
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