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Les modèles de pollution (par exemple atmosphérique) sont des des-

criptions mathématiques du transport, de la diffusion et des réactions chi-

miques des polluants. Les équations sont généralement des équations aux
dérivées partielles (EDP) et des systèmes dynamiques, et les inconnues sont
des concentrations de polluants. Une question majeure est de connaître les

< pics de pollution u (i.e. le maximum des concentrations).

1 Modèle physique

Nous considérons un modèle de convection-diffusion. La convection est

due au mouvement de l'air (le vent) qui disperse le polluant. ce phénomène

est un phênomène macroscopique (mélanges de masses d'air). Le phénomène

de diffusion est un phénomène microscopique; les particules des espèces chi-
miques polluantes ont tendance à aller des zones de haute concentration vers
les zones de faible concentration. Dans le modèle de convection-diffusion, ces

deux types de dispersion sont pris en compte. Par ailleurs, nous supposons
que le polluant est constitué d'un seul composant chimique et celui-ci n'in-
teragit avec aucun autre composant. on n'a donc pas de réaction chimique
et cette hypothèse simplifie considérablement le modèle.

On note O un ouvert borné de IRd,d,:I,2 ou 3, ? un réel, ? > 0, r7(r) la
vitesse de I'air au point r,r e o, et c(r,t) la concentration au point r et au
temps t. (Notons que la vitesse est indépendante du temps). Les équations
du modèle sont les suivantes:

ôc.
fi{",t) - oL,c(r,t) + r;(r).Vc(r,t) :0 r € o,r €]0,?[ (1)

où
dq)dna:fS',a.i:tu,!-

fr itri 7_, 
"iJrt

et o ) 0 est le coefficient de diffusivité du polluant dans I'air. Nous avons
besoin pour résoudre cette équation d'une condition initiale:

c(c,O) : co(û) r € Q; avec cs(r) donné, (2)



et de conditions aur bords:

c(x,t) :0, r € ôQ,t e [0,?[ (3)

Il est admis que dans l'équation (1), le terme -oac modélise la diffusion
tandis que le terme ,r7.Vc modélise la convection.

2 Analyse mathématique du modèle en dimension
1

2.L Modèle de diffusion pure

On considère le cas unidimensionnel, O :]0,1[, on nêglige le terme de

convection (u : 0) et on suppose que o : l. Les équations du modèle sont
alors les suivantes:

ff@,r) - ffiO,rl: or€10,1[,r €]0,"[ (4)

c(O,t):c(l,t) :0 t € [0,"[

c(r,O) : co(r)x € [0,1];cs(r) donné (o)

Nous allons montrer que la solution de (a)-(o) est unique et donner son
expression.

unicité de la solution soient cl et c2 deux solutions, on pose: c : ct-c2.
La fonction c vérifie (4), (5) et: c(r,0) : 0 pour tout c € [0,1]. Multiplions
(4) par c et intégrons sur [0,1]:

ft ôc, ft ô2c .

Jo *\t,t)c(r,t)ax - Jo 6rz@,t)c(r,t)d,x 
:0 pour tout t €]0,7[

En intégrant par parties et à I'aide des conditions aux bords, on obtient:

frôc. 11 ô

J, fitr,t)"tr,t)dr + 
Jr r#o,r2dx:0 pour tout r €l0,rl

(5)



soit

c2 (r,t)dr ( 0 pour tout t €10,"[

Donc E(t) : [] c2@,t)d,r est une fonction décroissante et positive. De plus,

E(0) : 0; par conséquent, c(r,t) : 0 pour tout z € [0,i] pour tout f €

[0,7[.

Expression de la solution Nous allons résoudre le problème (4)-(6) par

la méthode dite de séparation des variables, ce qui consiste à chercher la
solution c(z,t) sous la forme: c(r,t) : e(t)tb@).(Du fait que la solution de

(4)-(6) est unique, si nous trouvons une telle solution à variable séparée alors

on aura montré que c'est /a solution du problème).

L'équation (4) donne: #] :,49 oo* tout t, pour tout c.

On en déduit qu'il existe À e .R tel que: ffi : X;#&: À pour tout f, pour tout r.
D'où: tp(l) : Cexp(Àt)C e IR.

Cherchons à présent l'expression de û(r).

1er cas: À > 0. On pose: ), : a2,a € l?. On a: (ttt(r) - a2E1x1 : g.

D'où: r/(r) : Aexp(ax) + B exp(- ax); A,B e IR.

Les conditions aux bords (5) donnent: A : B : 0 et ,4 exp(a) *B exp(-a) :
0. Ce qui donne: c(n,t):0, ce qui est impossible.

2ème cas: ) : 0. On a: tlt"(r): 0. D'où: ,h@) : Ax * B.
Et d'après (5): ,a : B:0. Ce qui est à nouveau impossible.

3ème cas: À < 0. On a: À: -a2 et $tt(r) + a2rp(x1 : g.

Par ailleurs, nous ne cherchons que les solutions réelles. on obtient alors:

,!@) : Acos(ar) + Bsi,n(ar). D'après les conditions aux bords (5): ,4 : 0

et Bsin(a):0, d'où a: ktrrk e Z. (Le cas B :0 est exclu pour les mêmes

raisons que précédemment). On obtient finalement:

c(r,t) : Alexp(-k2r2t)sin(ktrr),,k e 2,A1, €.]R (7)

;* I,'



La fonction c(r,t) dêfinie par (7) vérifie bien (4) et (5). Il reste à vérifier
la condition initiale (6). Ce qui d.onne: cs(x): Alrsi,n(knr).
Par conséquent, pour une distribution initiale de concentration de la forme
A6sin(lenx), la solution du problème (a)-(6) est la fonction c(z,t) définie
par (7). Mais, à priori, la distribution initiale de concentration du polluant
n'est pas de la forme Apsi,n(knr)! cependant, nous allons ( superposer > les
solutions selon le principe suivant.
Nous supposons que la condition initiale c6(r) est continue et dérivable sur
[0'1]' si I'on prolonge co(r) sur [-1,1] de façon impaire i.e. nous construisons
ôe(c) tel que fo(r) soit continue, dérivable, impaire sur [_1,1] et ôs(r) :
c6(e) pour c e [0,1]. on prolonge ensuite ës(r) par périodicité (de période
2) sur -R tout entier. on peut alors développer la fonction obtenue êe(u) en
série de sinus:

ës(r) :\un"rrgrnx) avec bx:2 ft uolrlrun(ktrr)d,r
È>1 J0

Et nous écrivons:

c(r,t) : f a- exp(-k2r2t)si,n(krr) (8)
k>l

où (ô6)1;1 sont les coefficients du développement de Fourier de ôo(,,). Le fait
de chercher c(z,t) de la forme (8) consiste à < superposer > les solutions;
ce qui nous est permis puisque l'équation (4) est linéaire par rapport à I'in-
connue c(r,t)- Remarquons qu'étant donnée la régularité de ôe, la série (g)
est uniformément convergente. La fonction c(r,t) définie par (g) est alors
continue en t et continue en r. De même si nous dérivons (g) par rapport à
t et par rapport à r, nous obtenons des séries uniformément convergentes.
Nous obtenons:

0c.
fi{",t): - f b1,k2n2 exp(-k2r2t)sin(krr),t > 0,r e]0,1[

À>l

02c. . ._
6*z@,t7: - )] bpk2r2 exp(-lc2r2t)sin(knx),t > 0,r €10,1[

ft>1



On obtient finalement que la fonction c(r,t) définie par (8) est solution de

(4) pour f > 0 et u €]0,1[. Il reste à voir si c(r,t) vérifie les conditions aux

bords et la condition initiale.
Du fait que la série est uniformément convergente par rapport à z (dans I'in-
tervalle 0 ( z ( l lorsquet > 0), nous avons bien: j!1 c(r,t) :0 : 

Jrjï c(r,t).
De même:

liryc(r,t): li4Iau exp(-k2r2t)si,n(krr): cs(n),n € [0,1]t-+0 ,-Ou,

On en conclut que la fonction c(c,f) définie pa.r (8) est /a solution de

(4)-(6).

Nous remarquons d'après (8) que c(r,t) s'amortit au cours du temps, ce qui

est conforme à I'intuition que I'on pouvait avoir dés le départ.

2.2 Modèle de convection pure

Nous considérons à présent le cas de la convection pure unidimensionnel

avec la vitesse u constante. Les équations du modèle sont les suivantes:

Ôc . ôe.

*(r,t) + ufi(x,t): o, ,r €]0,1[,t €]0,"[ (9)

avec la condition initiale:

c(x,o) : cs(x)r € [0,1];c6(r) donné (10)

et une condition au bord que nous allons préciser. L'équation (9) s'appelle

l'équation de transport. La condition au bord que I'on associe à (9) va dé-

pendre du signe de la vitesse u. En effet, il est facile de vérifier que la solution
de (9), (10) est:

c(r,t) : cy(r - zt),z e]0,1[,t € [0,?[ (1 1)

Nous remarquons alors que la concentration est effectivement transportée

selon le champ de vitesse u (cf fig. 1).

Le problème étant de connaître c(x,t) pour tout r e [0,1] et pour tout
t € [0,?[, il apparaît que:



c (l,td = co(x)

Ftc. 1 - solut'ion de |equation d,e transport unid,imensionneile (u > 0)

i) une condition sur le bord où le champ de uitesse est rentrantest nécessaire
(en r - 0 pour u constante positive),
ii) une condition sur le reste du bord est incompatible avec l,existence d,une
solution c(x,t), pour toute fonction cs(r) donnée (assez régulière).
Nous prenons alors cornme condition au bord, I'une des conditions suivantes:

I c@,t) donné si u : constante ) 0

I c(l,t) donné si u: constante ( 0
(12)

Ainsi, le problème (9)(t0)(r2) admet comme unique solution, la fonction
définie pa,r (11).

Remarquons que contrairement au cas de la diffusion, la solution n,est pas
amortie au cours du temps.

2.3 Modèle de convection-diffusion

Nous considérons maintenant re modèle de convection-diffusion unidi-
mensionnel avec u constante. Les équations du modèle sont:

Ôc, ., ô2c , ., 0c .

*(æ,t) - o *(r,t) + uf,r(r,t) : 0, z e]0,1[,t €]0,"[
avec la condition initiale:

c(r,0) : co(î)r € [0,1];cs(z) donné

et une condition sur tout le bord:

(13)

c(0,t) : c(l.,t) :0, t e [0,?[ (15)

(14)



De même que dans le paragraphe 2.1, nous pouvons montrer que la solution
de (13)-(15) est unique. Donnons à présent une expression de cette solution.
Connaissant le développement en série de Fourier (complexe) de cs:

co(r):I"oexp(i,knx)
kez

on cherche la solution (de manière formelle) sous la forme:

c(x,t): f o* exp(ikrx)Ba(t)
kez

On a B6(0) : 1 et pour chaque k:

crpexp(ilenr)t1L(t) - oBpft)(ikù2 + uB1,g)(ikr)l : 0 pour tour r pour rour r

soit: pi(l) : -(tr2k2o + inku)pp(t) pour tout t. D'où (en tenant compre de

0x(0) :1): pp(t): exp(-(zr2k2o * itrku)t), et donc

c(x,t) - f "o 
exp(-r2 k2 ot) exp(i,kr(r - ut))

kez

La fonction c(z,t) définie par (16) esr alors /a solution de (13)-(1b).

Remarquons que en prena,nt u:0 dans (16), nous retrouvons la solution du
modèle de diffusion pure avec amortissement de la concentration initiale au
cours du temps. De même, si nous prenons o:0 dans (16), nous retrouvons
la solution de l'équation de transport avec propagation de la concentration
initiale sans amortissement.

3 Schémas numériques

Nous venons de voir dans le paragraphe précédent que dans le cas unidi-
mensionnel , avec u" constant et des conditions aux bords simples, nous savions
calculer la solution explicitement. Cependant, lorsque la géométrie du pro-
blème est deux ou trois dimensionnelles quelconque ou si z n'est pas constant
ou encore si les données aux bords sont complexes, nous ne savons plus effec-

tuer de tels calculs. Nous avons alors recours à I'approximation numérique.
La méthode numérique la plus classique estla méthode des différences fi,ntes.

(16)



cas de la diffusion pure en dimension 1 Décrivons le principe de la
méthode des différences finies dans le cas du modèle de diffusion pure unidi-
mensionnel (4)-(6). on note c(x,t) la solution eracte de (a)-(6) (on suppose
que I'on ne sache pas calculer cette solution). On discrétrse la géométrie spa-
tiale et le temps ainsi: on pose 12 :i\.r,Ar: $ et tn:nAt.,L1: fi. On
note à : A,r le pas d'espace et Ic : At le pas de temps. Le point (U,tr),
0 < i < N,0 < n <, M est un point du < maillage >, cf Fig. 2.

Flc. 2 - Maillage du schéma aur différences finies.

L'objectif du schéma aux différences ûnies va être de calculer une ap-
proximation de c(r,t) en chaque point du maillage (*ttn). on note par la
suite cf; l'approximati,on de c(ri,tn).
Le principe de construction du schéma aux différences finies est le suivant.
on approche les termes Qc(r;,tn) et ô]rc(r;,to) pa des combinaisons li-
néaires de c(x,,t) en des points voisins de (r;,tn), cf Fig. 2. pour cela, on écrit
par exemple pour le terme en temps, le développement de Taylor suivant:

c(ri,tn,,) : c(x;,tn) + kff@r,t*, -Ç#rr*bl) + ...

Et donc:

ôc

fi,(a,t") 
:

De même, on montre que:

c(ri,tna1) - c(r;,tn)
+ o(k). (17)



En injectant ces deux expressions dans l'équation (4), on obtient:

c(q,tn+t) - c(xttn) _c(rt+t,tn) -Zc(x;,tn) *c(r;_1,tn)
t ' :o(k)+o(h2)

pour 1< ? < N-r,l 1n< M- 1. onendéduit alorsle schémanumér,iaue:

(18)

L'équation (18.a) se réécrit:

q+' : 
"i + $@+, - 2"7 + ci-)t< i < N - L,n : r,2,g,...

on obtient alors très facilement avec un ord.inateur, cf; I'approximation de
c(x6rtn) pour 1<t<N -r,n=r,2,8,.... Notons toutefois qu'en I'absence de condi-
tions sur les paramètres du schéma, ces caJculs peuvent ne pas être corrects.
En effet, une analyse (non triviale) de ce schéma montre qu'il est conaergent
(i.e. , li+ 

^ 
rq* lc(r6,tn) - cTl:0) sous la condition:

h-+0,k--+0 i,j

o.#:#=i

( "T*' - "T cT+t - 2ci + ci_,

i k 
--h2--:u{ Uo,trI<i<N-1, IlnlM-

I q:ck:0,0<.n<M(18.b)
[ 'l : co@i)o < i 5! N(18.c)

1(18.o)

(1e)

cette condition (19) nous enseigne que ce schéma est, d,un point de vue
pratique, d'une utilisation relativement limitée.

cas de la convection pure 1D construisons selon le même principe,
un schéma aux différences finies pour calculer une approximation de la so-
lution de (9)(t0)(12). (Nous prenons le vitesse u constante et strictement
positive). Pour approcher le terme ffi1r,t1, nous utilisons la relation (12).
Pour approcher le terme ffi{r,t1, nous pouvons écrire:

c(rr+t,tn) : c(x;,tn) + hff@*à * +#(xi,t,) * ...

ce qui donne:

ff@t,t^) - 
c(rt+t'tn): c(r'i'tn) 

+ o@)

10



Notons que nous avons également:

ou encore:

fr@n,t*) - 
c(rt'tn) - c(r;r'tn) 

+ o@) (20)

c(x i'1,tn) - c(xi-1,tn)
2h

+ o(hz) (2r)

-0

Cette dernière relation paraît être la plus ava,ntageuse. En effet, le terme
restant est un o(h'); il converge donc plus vite vers 0lorsque lr tend vers 0
qu'un O(h). La formule aux différences finies qui en découle:

c(x+t,tn) - c(xt-t,tn) ^.ôrl_ , \
2h - = u;\xt,tn)

est alors plus précise que les deux autres.
En utilisant les relations (17) et (21) nous construisons le schéma numérique
suivant pour approcher le problème (O)(t0)(tZ):

"?+r-q "?*r-4-,| -. aTr

k2h
pOUf 1<i<N-1, z=1,2,3..

4:0,n)-o
cl:cs(x;),osi<N

Malheureusement, ce schéma ne fonctionne jamais! En effet, la solution nu-
mérique cf; calculée à l'aide de ce schéma explose immédiatement au cours
du temps. ce schérna n'est pas convergent. Alors, comment construire une
schéma aux différe'ces finies qui approche bien le problème (g)(10)(12)?
si nous nous rappelons du comportement de la solution de (g)(r0)(12) (cf
Fig. 1), nous pouvons penser qu'une bonne formule aux difiérences fi.nies pour
approcher le terme #(",t) ne découle pas de (21) mais plutôt de (20). Nous
obtenons dans ce cas, la formule aux différences finies décentrée suivante:

c(xt,tn)-c(rt-t,tn) _0"/_ r \
h - = 5;\x*tn)

Le décentrage de cette formule est tel que l'on << remonte > le champ de
vitesse pour aller < chercher I'information > (cf Fig. 1 et 2). Avec un tel

1l



choix de décentrage, nous obtenons le schéma numérique suivant:

c?*r-c? c?-c?,
-L"': L-L 

-^k '* h
pOUr 1<i<N-1, n:\,2,3,...

c3 :0,n ) 0

cl:co(*ù,0<i<N

(rr\

Une analyse de ce nouveau schéma nous montre qu'il est convergent sous la
condition suiva.nte:

0<

Par ailleurs, ce schéma présente l'inconvénient (mineur) suiva,nt: il introduit
de la di,ffusion artifi,cielle. En effet, nous avons:

^ 
ci - "A : ",14+r 

- "T-t _ !4+t - 24 + 
"i-h 2h 2-----nz- ,

Le schéma (22) est alors équivalent au schéma centré pour l'équation de

conuection-d'iffusion avec comme coefficient de diffusiv itc: !u.
La diffusion artificielle s'observe très facilement lors des tlsts numériques.
En effet, si la condition initiale est un < pic de pollution >, la solution n'est
pas transportée sans amortissement (comme elle devrait l'être) mais elle est
transportée tout en étant légèrement < diffusée >>, ce qui a pour effet de
<< tasser > artificiellement le pic. (Nous pourrons observer ce phénomène lors
des résultats de simulation 2d qui suivent).

Extension au cas de la convection diffusion 2D on peut construire
selon le même principe un schéma aux diférences finies pour le modèle initial
(1)-(3) dans le cas bidimensionnel. Nous considérons la situation suivante:
d, : 2,{l :]0,1[x]0,1b A - (ut,uz)T, ul constante positive et u2(r,y) t
0,Y(r,y) € o. Alors, avec des notations évidentes, nous obtenons le schéma

uAt

^r 
<1

t2



numérique suivant:

(23)
pOUf i=1,...,N-1, j-1,...,L-1, n=0,I,2,...

41 : "k,j 
: 4,0 : 41 : 0, i=0,..,N,7-0...L,n=0,r,2,...

cf;,i : cg(x;rUi) i=t,..,N -r, j=r...L-l

Nous pouvons montrer que ce schéma est convergent sous une condition
analogue mais plus complexe que (1g).

ry:aW:Wt*rr* *u2(xi,y)%ffi:,

I

i

I
I

I
I
I

!
t.

r
t
I

13



Résultats de simulation

Nous considérons le schéma numérique (23) avec les données (acadé-
miques) suivantes: ç2:]0,I[x]O,L[,L:1000m, o:100 (ou o:0 si convec_

tion pure), ur: I}mls, rtr2: -20(:\2 + (!)2\m/r.- ,'L' \ Ll /---t -1

100 si , ST
5o(1 + cos($(Br - 2R))) si T <, < R

0 si r)R
avec .R : 200, ,2 : (, - ro)' + fu - go)2, ro: 800 et Ao - 200 (les
concentrations s'expriment en rnglnl\. Les résultats obtenus sont indiqués
sur les figures ci-dessous. (Les échelles en s et y indiquées sur les figures
doivent être multipliées par 10).

"rt",r) 
: 

{

Concentration initialê

concentration initiale

w

40

20

Ftc. 3 - Concentration initiale. max(c!r) : 100

T4



Concântration finale

100

50

0
100

80

60

Ftc. 4 - Conuect'ion pure. Concentration à T : 30s. max(cff ) : SS
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Concgntration tinale

100

50

0
100

w

40

Flc. 5 - Conuection-d,i,ffusion. Concentration à T: 30s. \Tklf ) : AZ
.tJ
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