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Avant-Propos

Dans ce cours des milieux continus, une cohérence de contenu a été recherchée avec les
autres cours de mécanique du Tronc Commun a savoir :

— dynamique des solides (1ere année);

— résistance des matériaux (1ére année);

— matériaux (lére année);;

— technologie de conception mécanique (1ére annee);

— meécanique des fluides (2eme anneée);

— méthode des éléments finis (2eme année) ;

— mécanique des vibrations (2éme année).

Cette cohérence a été recherchée également autant que possible pour les notations (le cas
échéant, un choix différent de notation par rapport a un autre cours de tronc commun est indiqué
par une note en bas de page).

Rédiger un polycopié sur la mécanique des milieux continus pour un cours de tronc commun
d’école d’'ingénieurs n’est pas une tache aisée. J'ai été grandement aidé dans cette entreprise par
différents collégues qui ont pris la peine de me donner leur avis sur ce document. Les conseils
pédagogiques de J.-F. Sini ont également été tres bénéfiques. Enfin, mes remerciements vont a
G. Legrain qui a réalisé le site web de ce cours et toutes les figures d’'une main de maitre.

Nicolas MOES, Nantes, Septembre 2003.
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CHAPITRE 1. POURQUOI LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Chapitre 1

Pourquoi la mécanique des milieux
continus

1.1 De la mécanique du point matériel a la mécanique des
milieux continus

La mécanique du point matériel permet de prédire le mouvement d’un point soumis a une
ensemble de forces. On distingue dans cette théorie la description de la cinématique : position,
vitesse et accélération du point, et la “dynamique”: relation entre force et mouvement (la se-
conde loi de Newtorf = ma). Cette théorie permet par exemple de calculer le trajet d’électrons
dans un champ magnétique ou de prédire I'orbite d’'une planéte soumise aux forces gravitation-
nelles.

Avec la mécanique du point matériel, on ne peut décrire les rotations d’'un corps sur lui-
méme. Cette théorie n’est donc pas adaptée pour étudier le trajet d’'une boule de billard ou pour
étudier la rotation d’'une planéete ou d’'un satellite sur lui-méme lors de son orbite. Pour cela,
il faut la mécanique des solides indéformables qui intégre la notion de rotation, d’inertie et de
moment. La somme des moments s’appliquant sur le corps égale a tout instant a son moment
d’inertie multiplié par son accélération angulaire.

Il est important de constater que pour un point matériel, la notion de rotation n’a pas de sens
(un point ne peut tourner sur lui-méme). De méme le moment des forces s’appliquant sur le
point est toujours nul puisque le bras de levier est toujours nul (moment calculé par rapport a la
position du point). La dynamique d’un point matériel s’écrit donc simplement en terme de force
et d’accélération. Pour décrire la dynamique d’un corps indéformable, on ajoute les notions de
rotation, moment et inertie.

La mécanique des solides indéformaBlesrmet de résoudre des problémes importants de
I'ingénieur comme ceux issus de la robotique (chaine cinématique). En revanche, cette méca-
nigue ne peut traiter les problemes suivants::

— Déterminer la force nécessaire pour emboutir une canette a partir d’'un téle mince ;

— Calculer I'écoulement de I'eau sous un pneu en conduite sur route mouillée afin d’opti-
miser le dessin de ce pneu;

— Déterminer le niveau d’échauffement de I'outil dans un procédé d’'usinage. L'usinage est
un procédeé de fabrication dans lequel une piéce métallique brute est “taillée” a I'aide
d’un petit outil. Le contact entre I'outil et la piece se fait a grande vitesse et génere des
copeaux (un peu comme la taille du bois). Ne manquez pas la journée porte ouverte de

I'Ecole pour assister a I'usinage d’une piéce;

1. objet du cours de dynamique des solides de tronc commun 1ére année.
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CHAPITRE 1. POURQUOI LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

— Calculer la pression nécessaire pour souffler les bouteilles plastiques. Deux procédés in-
dustriels de soufflage existent (I'extrusion-soufflage et I'injection étirement soufflage). Il
laisse sur le fond du culot des bouteilles plastiques deux signes caractéristiques différents :
un point ou un trait;

— Etudier la stabilité des talus;

— Déterminer si une fissure détectée dans un réacteur ou sur le fuselage d’avion est cri-
tique (tous les avions qui volent ont des fissures mais rassurez-vous elles sont inspectées
régulierement) ;

— Simuler informatiquement les chocs craniens dans les accidents de la route pour optimiser
les airbags et les habitacles des voitures;

— L'étude de la résistance d’'une coque composite d’un voilier de course soumis aux chocs
répétés avec la surface de I'eau (I'impact répété d’'une coque sur I'eau est appelé tossage).

Pourquoi ces problémes ne peuvent-ils pas étre traités par la mécaniqgue des solides indéfor-

mables? Reprenons chacun des exemples et discutons-le :

— La force nécessaire pour emboutir une canette dépend du matériau dont est constituée la
tole. La notion de “matériau” n’intervient pas en mécanique des solides indéformables:
seule la masse et la forme (qui influe sur le moment d’inertie) sont considérées;

— L'eau est le milieu qui par excellence se déforme facilement. Ceci est a I'opposé de la
mécanique des solides qui considére les corps comme indéforrhables

— La détermination du niveau d’échauffement d’un outil lors d’'un procédé d’usinage re-
quiert la thermodynamique. L'énergie mécanique dissipée par I'outil dans sa coupe est
transformée en chaleur. Ce qui produit une élévation de température ;

— Le soufflage d’'une bouteille fait intervenir des déformations extrémes;

— L'étude de la stabilité d’'un talus se pose en ces termes: a partir de quelle pression exercée
sur le talus, celui-ci glisse-t-il de maniére irréversible? Une préoccupation éloignée de la
mécanique des solides indéformables;

— Une fissure est une surface sur laquelle I'intégrité de la matiére est perdue. En mécanique
des solides les corps sont indivisibles;;

— La modélisation d’'un choc cranien est tres complexe et entre dans le domaine dit de la
bio-mécanique qui nécessite un travail collaboratif entre mécanicien, neuro-chirurgien,
vétérinaire (analogie homme-animal). Une téte humaine est bien différente (méme sil'on
a la téte dure) d’'un solide indéformable ;

— Les coques et méats de voiliers de course sont réalisés en matériaux composites. Ces ma-
tériaux vus de pres sont des structures a part entiere: il y a des couches (appelées plis)
constituées de fibres plongées dans une matrices propriétés de ces fibres et de la
matrice, la séquence d’empilement, le mode de fabrication du matériau sont autant de
facteurs déterminants sur la résistance du matériau. Cette problématique est encore une
fois éloignée de la mécanique des solides.

On peut résumer la discussion ci-dessus, en disant que la mécanique des milieux continus

doit &tre utilisée & la place de la mécanique des solides indéformables Ibrsque

— des déformations interviennent;;

— le comportement du milieu qu’il soit fluide ou solide doit étre pris en compte. Il faut
connaitre la relation entre la déformation du corps et les efforts mis en jeu;

2. Il est vrai que la mécanique des solides peut faire intervenir une déformation via des ressorts placés entre des
corps rigides mais on est loin de la déformation d’un fluide!

3. Entre les plis, sont insérées des couches minces qui ont la forme de nid d’abeilles.

4. En réalité, on peut voir la mécanique des solides comme le cas limite de la mécanique des milieux continus
lorsque les corps sont pratiguement indéformables. En ce sens, la mécanique des milieux continus contient la
mécanique rationnelle comme cas particulier.
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— des phénomenes thermiques interviennent.

1.2 La mécanique des milieux continus au centre des disci-
plines de I'ingénieur

La mécanique des milieux continus est au centre des disciplines suivantes: le calcul des
structures, les procédés de fabrication, la biomécanique, la mécanique des fluides, le génie civil,
le design de nouveaux matériaux (la micro-structure d’'un matériau peut étre vue comme une
structure a part entiére).

Par exemple, pour le calcul des structures, les préoccupations sont les suivantes:

— Résistance. La piece ou structure doit pouvoir supporter et transmettre les charges ex-
ternes qui lui sont imposées: (“un pont ne doit pas s’écrouler lors du passage d’'un ca-
mion”) ;

— Rigidité. La piéce ou structure ne doit pas subir de déformation excessive lorsqu’elle est
sollicitée (“un pont ne doit pas s’enfoncer lors du passage d’une voiture”) ;

— Stabilité. Un Iéger changement des conditions extérieures ne doit pas conduire a une reé-
ponse catastrophique de la piéce ou de la structure : (“une brise Iégére ne doit pas conduire
a la ruine catastrophique d’'un pont”) ;

— Endurance. La piéce ou structure soumise a un chargement cyclique (répété) doit pouvoir
sans rupture supporter un nombre important de cycles: (“le pont doit soutenir un trafic
répété pendant de longues années”, “un réacteur d’avion doit tenir un maximum possible
de vols sans se fissurer”).

Quant a I'optimisation des procédés de fabrication, les préoccupations sont les suivantes :

— Economie de matiére. Comment produire une piéce répondant & un cahier des charges
précis avec le moins de matiere possible? S’assurer de pouvoir effectivement produire
ces piéces (on constate depuis 20 ans une réduction importante du poids des canettes et
des bouteilles plastiques de soda.) ;

— L'usinage est un procédé de fabrication permettant de faconner des pieces métalliques
avec un outil coupant. Soit I'outil, soit la piéce, soit les deux se déplacent a vitesse élevée.
L'étude du procédé d’'usinage est important pour améliorer la longévité de I'outil et le fini
de surface de la piece usinée. Les préoccupations sont similaires pour les procédés telles
gue le fraisage, I'emboutissage, le galetage, ...

La mécanique des milieux continus est un cadre physique et mathématique permettant de
modéliser un probléme concret. Un fois le modéle mathématique établi, il pourra étre résolu
par une méthode analytique ou numérique. La modélisation suivie de la résolution du modele
forment ce que I'on appelle la simulation du probleme concret. Cette simulation devra étre
validée par des expérimentations lorsque celles-ci sont disponibles et le modele corrigé le cas
échéant.

Dans certains cas, les expérimentations sont tres limitées voire inexistantes d’ou I'impor-
tance capitale de la simulation. Par exemple, I'étude de la résistance des structures en béton
protégeant le coeur des réacteurs nucléaires peut difficilement passer par des expérimentations
al'échelle 1.

L'utilisation de la simulation qui s’affine de plus en plus avec les progres en modélisation et
la puissance des ordinateurs permet également de réduire le nombre d’essais nécessaires pour
mettre au point un produit. C’est le cas notamment du design des voitures au crash. Le nombre
de voitures sacrifiees en essai a fortement baissé depuis trente ans et les voitures sont néanmoins
de plus en plus sdres.
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1.3 Notion de milieu continu et d’échelle d’observation

On dit gu’'un domaine contient un milieu matéraantinusi a chaque instant et en chaque
point de ce domaine on peut définir des grandeurs physiques locales relatives a ce milieu mate-
riel. La grandeur physique peut étre représentée mathématiquement par :

— un scalaire (masse volumique, température, concentration d’'un polluant, ...);
— un vecteur (vitesse, accélération, forces volumiques, couples volumiques, ...);
— un tenseur d’ordre 2 (déformations, contraintes, ...);

— untenseur d’ordre supérieur a 2 comme par exemple le tenseur d’élasticité qui est d’ordre
4.

La grandeur physique donnée a chaque instant et en chaque point forme ce que I'on appelle un
champ. On parlera par exemple du champ de température dans une piece automobile a un instant
donné ou bien de I'évolution du champ de contrainte dans une tole lors de son écrasement par
une presse.

Savoir si pour un domaine matériel donné, on a affaire & un milieu continu ou non dépend de
I’échelle d’observation. Par exemple, I'air enfermé dans un bocal est un milieu continu pour un
observateur “macroscopigque’Le champ de vitesse observée par exemple avec un vélocimétre
laser est nul partout et la pression uniforme. En revanche, un observateur “microscopique” voit
des molécules se déplagant dans le vide de maniére erratique et a grande vitesse (le mouvement
Brownien) et est incapable d’y voir un milieu continu. La différence entre les deux observa-
tions provient de I'échelle d’observation. Un point pour I'observateur macroscopique est en fait
un petit volume qui contient un grand nombre de molécules. Par exemple un petit volume de
0,Amn? (soit un cube de l'ordre d’un demi-millimétre de c6té) contient de I'ordre de 3 mil-
lions de milliards de moléculésLa vitesse moyenne observée est une moyenne statistique du
mouvement Brownien.

De méme, la notion de pression constante dans le bocal perd son sens a I'échelle micro-
scopique : la pression macroscopique est le résultat statistique moyen de I'impact du mouve-
ment Brownien sur la surface sensible du manometre. Si on disposait d’'un micro-manometre
a I'échelle moléculaire, on mesurerait de temps en temps un impact, ce qui est fort loin de la
notion de pression constante.

La mécanique des milieux continus est un modéle mathématique qui permet de “moyenner”
une réalité complexe et obtenir ainsi un modeéle qui peut étre traité analytiguement ou informa-
tiguement. A I'opposé du calcul explicite du mouvement des molécules dans un bocal qui ne
peut absolument pas étre traité a I'aide de lI'informatique actuelle.

Comme autre exemple, considérons I'étude d’'un barrage. Ce barrage est construit en béton.
Le béton est un matériau composé de sable et de graviers de différentes tailles. Le barrage est un
milieu continu dans lequel un point est un volume d’'une dizaine a une centaine de centimetres
cubes selon la taille des éléments entrant dans la composition du béton. A I'image des molécules
dans le bocal, il est exclu de traiter un modele décrivant le mouvement de chaque petit caillou
ou grain de sable constituant le barrage!

Comme dernier exemple, signalons que certains calculs en astronomie considérent les ga-
laxies comme des fluides. Le point du milieu continu a, dans ce cas, une dimension de 'ordre
de mille années-lumiere au cube.

Le modélisateur doit donc toujours avoir a I'esprit I'échelle caractéristique du probleme
traité. Particulierement dans l'interprétation des résultats de simulation obtenus avec le modéle
milieu de continu. Par exemple, la pression prédite par une simulation numérique en un point du
barrage doit étre interprétée comme la pression moyenne s’exercant en réalité sur une surface

5. Exemple tiré de [1].
6. Une moéle d’air a 25 degré Celsius (22.4 litres) contieB2610?3 molécules.
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CHAPITRE 1. POURQUOI LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

de quelques centimétres a quelques décimétres carré. Si I'on souhaite comparer les résultats du
modele avec la réalité (mesure in situ), il faut que les mesures in situ utilisent la méme échelle
gue celle du calcul.

1.4 Remarques importantes

Dans les milieux continus de ce cours, on considére que la déformation du milieu est ca-
ractérisée par un vecteur déplacement en chaque point. On dit que le miliangsblariseé
L'orientation propre de chaque point est indifféerente. Ce n’est pas toujours le cas: en magnéto-
hydrodynamique (étude des fluides mécaniquement sensibles aux champs magnétiques car ils
transportent des charges électriques) ou cette hypothése est inacceptable.

La mécanique des milieux continus est une théorie qui perd son sens si les vitesses mises
en jeux se rapprochent de la vitesse de la lumiere ou bien si la taille du systéme devient tres
petite (taille atomique). Dans ces cas extrémes, les mécaniques relativiste et quantique, respec-
tivement, sont plus appropriées.

1.5 Systeme d’unités

Le systeme d’unité adopté pour ce cours est le systéme international. Il comporte sept unités
fondamentales que sont:

— l'unité de masse (le kilogramme: kg) ;

— l'unité de mesure (le metre: m);

— l'unité de temps (la seconde: s);

— l'unité de température (le Kelvin: K);

— l'unité de courant électrique ('Ampere: A);

— l'unité d’'intensité de lumineuse (la Candela: Cd);

— l'unité de quantité de matiere (la méle : mol).
Toutes les autres unités peuvent se déduire de ces unités fondamentales et sont introduites par
commodité. Par exemple,

— le Newton (N) est en faimnkgs 2 ;

— le Pascal (Pa) edtm 2 doncm 1kgs2;

— le Joule (unité de travail) est en’kgs 2

— le Watt (unité de puissance) entkgs 3.
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CHAPITRE 2. ELEMENTS DE CALCUL TENSORIEL

Chapitre 2

7

Elements de calcul tensoriel

La mécanique des milieux continus fait un usage intensif des champs scalaires, vectoriels
et tensoriels. Ces outils mathématiques indispensables permettent non seulement d’établir des
résultats fondamentaux indépendamment du référentiel choisi, mais en outre, conferent aux
formules qui les expriment une concision remarquable. Grace a cela, on peut porter son attention
sur les phénomeénes physiques qu’elles représentent plutét que sur les équations elles-mémes.

Les scalaires, vecteurs et tenseurs ont en effet la propriété d’étre invariant lors d’'un change-
ment de base. C’est ainsi que grace a ces quantités on peut écrire les équations de la mécanique
de maniére intrinseque c’est a dire indépendamment de la base choisie.

Dans ce cours, nous n'aurons pas recours a la forme la plus compléete du calcul tensoriel;
nous n’utiliserons que des systémes de coordonnées orthogonales, éventuellement curvilignes
(par exemple le systéme de coordonnées cylindriques ou sphériques), ce qui permet des simpli-
fications considérables sans introduire de restrictions trop gérafiesutre, tout les vecteurs
et tenseurs considérés seront toujours a composantes réelles. Cette introduction au calcul tenso-
riel s’inspire de [3].

Avant de définir ce que sont les scalaires, vecteurs et tenseurs, nous introduisons une série
de définition.

2.1 Convention de sommation d’Einstein

Chaque fois qu’un indice apparait deux fois dans le méme mondme, ce mondéme représente
la somme des trois termes obtenus en donnant successivement a cet indice les valeurs 1,2,3. Par
exemplea;b; est la notation compacte poaib; + axb, + agbs. L'indice répété sur lequel on ef-
fectue la sommation est appelé indice muet. On peut lui substituer n'importe quel indice pourvu
gu'il differe des autres indices présents dans le monéme. Un indice non muet est dit franc. Ainsi,
dansa;jjbj, I'indice i est franc et l'indicej est muet; on peut le remplacer par n'importe quel
autre indice excepté Cette convention de sommation est dite convention d’Einstein.

2.2 Symbole de Kronecker

Le symbole de Kronecker (on dit aussi le delta de Kronecker) est défini par
[ 1sii=]
6”_{ Osii# ] (2.1)

1. Lorsque le systéme de coordonnées n'est pas orthogonal, il faut distinguer les composantes covariantes et
contravariantes du tenseur. Un présentation plus générale du calcul tensoriel peut étre trouvée dans [2].
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2.3 Symbole de permutation dit de Lévi-Civita

Soienti, j,k trois indices ayant des valeurs différentes. On dit gu’ils forment une permutation
paire de 1,2,3 si I'on peut les amener dans cet ordre par un nombre pair de permutations. On
dit qu’ils forment une permutation impaire de 1,2,3 si I'on peut les amener dans cet ordre par
un nombre impair de permutations. Les permutations paires de 1,2,3 sont d@R); (3,1,2)
et (23,1) et les permutations impaires :, {8), (13,2) et (32,1). Cela étant, le symbole de
permutation est défini par

0 sideux quelconques des indices sont égaux
&ijk = ¢ +1sii,jkforment une permutation paire de 1,2,3 (2.2)
—1 sii, j,k forment une permutation impaire de 1,2,3

2.4 Changement de base

Considérons deux bases orthonormées (vecteurs de bases unitaires et orthogonaux entre
eux), dont les bases respectives sont notégsb,&s) et (€],&5,8;).Soient,Rj, les coefficients
caractérisant ce changement de repere.

Pj=¢6§& (2.3)
lls peuvent s’interpréter comme les composantes du vegtelans le reper¢e; &,&;) :
& =PRj€ (2.4)

et réciproquement, les coefficier®$ peuvent s’interpréter comme les composantes du vecteur
€ dans la baseg;,&,&;):

& =PRj8& (2.5)
Que I'on peut aussi écrire :
& =P/g (2.6)
caerTi = Rj. Eninjectant (2.4) dans (2.6),on a:
& = Pj Py&; 2.7)
Donc:
Pl Pi = dik (2.8)
De méme, en injectant (2.6) dans (2.4), on a:
& = P Pj& (2.9)
dou:
RjPjk = Sik (2.10)
En notantP la matrice contenant les coefficieyf, les relations ci-dessus se réecrivent:
[1 0 0]
PP = |0 10 (2.11)
| 0 0 1)
1 0 0]
PP = |010 (2.12)
| 0 0 1)

Ce qui indique que la matrice de passa&yest une matrice orthogonale: son inverse et sa
transposée coincident.
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2.5 Scalaire

Certaines grandeurs comme la masse volumique ou la température s’expriment par un seul
nombre, qui ne dépend pas de la base choisie. Ce sont des scalaires. De maniére plus mathé-
matique, nous définirons un scalaire comme suiit scalaire s est un étre mathématique a une
seule composante et invariant lors d’'un changement de base.

2.6 \ecteur

Des grandeurs telles que la vitesse ou I'accélération d’'un point matériel, un flux de chaleur
ou une force sont caractérisés par leur direction, leur sens et leur intensité. Ce sont des vecteurs.
On les représente par un segment orienté. Un vecteur possede trois composantes qui dépendent

du repere choidié;,&,&) :

d=a18 + axer + azés (2.13)
En notation indicielle, on écrira plutét
d=a§ (2.14)
en utilisant la convention de sommation. Si I'on se réfere a la @s&,€;), on écrira
d=a'& (2.15)

Il s’agit toujours du méme vecteur mais exprimé dans une autre base.

Il est capital de comprendre que lors d’'un changement de base, les composantes du vecteur
changent alors que le vecteur lui-méme ne change pas. En clair, bien gusdes différents
desa’, on a

d=ag=a¢ (2.16)
Pour que cela soit possible, il faut que les composantes du vecteur se transforment comme::
a =Rjaj, aj=h;a (2.17)

Cette propriété suggere la définition mathématique suivante d’'un vecatrwecteurd est un
étre mathématique qui, lors d’'un changement de repefeR; € se transforme selon la formule
g = P.,-a]-‘.

En utilisant la notation matricielle, on peut réécrire (2.17) comme

[@=Pd, [@.=P'[d (2.18)

Faisons le point sur ces notations::

— aestun vecteur;

— g; est laieme composante de ce vecteur dans une base donnée;

— a est laiéme composante de ce méme vecteur mais dans une autre base;

— [d] est la matrice colonne regroupant les trois composantes du vectiamns une base

donnée
ai

@ =| a (2.19)
ag

— [d], est la matrice colonne regroupant les trois composantes du méme \&gteisrdans
une autre base

[@. =1 a (2.20)
Finalement, il faut noter que dans I'équation (2.P8)’est pas mis entre crochet car c’est

déja une matrice. La matrice de passage comme son nom l'indique est un tableau de nombre. Il
ne s’'agit pas d’'une quantité tensorielle.
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2.7 Tenseur d’ordre 2
Un tenseur d’ordre 2 s’exprime par
A=Aj8©E (2.21)

Un tenseur d’ordre 2 est un étre mathématique a 9 composantes qui, lors d’'un changement de
baseg = B é”J“ se transforme selon les formules::

Aj =PAGRT, Al = PGA;Py (2.22)

ou sous forme matricielle _

Al =P[ALP", [A,=PTAP (2.23)

Nous insistons une nouvelle fois sur le fait qiiest une matrice et n’a rien a voir avec un
tenseur d’ordre 2. Un tenseur d’ordre 2 est une quantité intrinseque indépendante de la base
choisie alors qu® est un tableau de nombre donnant les produits scalaires entre les vecteurs de
la premiere et de la seconde bafg = § éT

2.8 Etude des tenseurs d’ordre 2

Nous étudions ici en détail les tenseurs d’ordre 2 compte tenu de leur importance en méca-
nique des milieux continus.

2.8.1 Tenseur identité

Le tenseur identité noléest un tenseur particulier car ses composantes sont les mémes dans
toute base orthonormée et donnent la matrice identite :

~ 100
M=1010 (2.24)
0 01
autrement ditj; = 9;;.
2.8.2 Tenseur symétrique et antisymeétrique
Un tenseur est symétrique s'il est égal a sa transposée :
= pu— :T
Asymétriqgues A=A & Aj = Aj (2.25)
Un tenseur est antisymétrique s'’il est égal a 'opposé de sa transposeée :
= = :T
Aantisymetriques A= —A & Aj = —A| (2.26)

Cela n’est possible que si les termes diagonau& dent nulles A1 = App = Azz = 0.

La symétrie ou I'antisymétrie est une propriété intrinséque d’un tenseur. Si la matrice re-
présentant les composantes d’un tenseur dans une base est (anti)symétrique, elle le restera dans
tout autre base. _

Tout tenseur d’ordre 2, peut s’écrire comme la somme d’un tenseur symétrique et d’'un
tenseur antisymeétrique :

—sym —asym —sym 1

= = =T —asym = =T
A=A +A T A =3(A+A), A =3(A-A) (2.27)
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2.8.3 Trace d’'un tenseur

La trace d’'un tenseur d’ordre 2 est la somme de ses termes diagonaux
TrA = A (2.28)
2.8.4 Produit contracté
Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 2 défini par :
C=AB  Gj=AB (2.29)

Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 est un scalaire :

pdl

s=A:B =AjB; =AB, =TrAB) (2.30)

Le produit contracté d’'un tenseur d’ordre 2 et d’'un vecteest un vecteur, on peut post- ou
pré-multiplié par un vecteur. Le résultat n’est pas le méme a moiné aaesoit symétrique :

= C Aijbj =c¢ (2.31)
= d  bAj=d| (2.32)

ot >
>l ol

Le produit contracté (appelé plus couramment produit scalaire) de deux vecteurs est un scalaire :
s=3.b s=ab (2.33)

Le résultat d’'un produit contracté est simple a définir. $oibrdre du premier tenseur
et m l'ordre du secondri= 1 pour un vecteur, 2 pour un tenseur d’'ordre 2, ...). Le résultat
d’un produit simplement contracté est un tenseur d’ordfrem— 2 et le résultat d’'un produit
doublement contracté est un tenseur d’'omdrem— 4. Par exemple, le produit doublement
contracté d’'un tenseur d’ordre 4 et d'un tenseur d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 2:

_A:B Gij = Ajk B (2.34)

ol

Le produit doublement contracté entre un tenseur d’ordre deux antisymeétrique et un tenseur
d’ordre deux symétrique donne toujours le tenseur nul.

2.8.5 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur d’ordre 2:
A=Db®c Ajj = bic; (2.35)

Le résultat d’'un produit tensoriel est simple a définir. Soltordre du premier tenseur @b
I'ordre du secondri= 1 pour un vecteur, 2 pour un tenseur d’ordre 2, ...). Le résultat du
produit tensoriel est un tenseur d’ordre m. Par exemple, le produit tensoriel de deux tenseurs
d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 4 :

bl

—B®C Ajk = BjjCu (2.36)
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2.8.6 Représentation spectrale d’'un tenseur

On dit quev est une direction principale (ou un vecteur propre) du tenaelordre 2 si
AV=N  Ajvj=\V (2.37)

La valeurA est appelée valeur principale (ou valeur propre}:\(Bsociée a la direction princi-
palev. Pour trouver, on écrit (2.37) sous la forme

(K—MZ)'VZO (Aij —Adij)vj =0 (2.38)

Ces équations constituent un systeme homogene de trois équations a trois inggNpes|ui
n'admet de solution non triviale que si le déterminant de la matrice des coefficients s’annule :

_ Aii—N  Ar A1z
det(A—)\I) =0 Aoq Azz—)\ Ao3 =0 (2.39)
Az Az Agz—A

L'équation ci-dessus donne trois raciigsA;, Ay . On calcule les vecteurs propres correspon-
dants en résolvant (2.38). Par exemple, pquon aura

(A—=NT)-¥ =0 (2.40)

ce qui ne détermine les composante§dpu’a un coefficient prés. On peut choisir ce coefficient
de maniere a avoir un vecteyrde norme unitaire.
Si le tenseurA est réel et symétrique, I'algébre matricielle nous apprend que les valeurs

propres et vecteurs propres sont réels. Si les trois valeurs propfesate de plus distinctes,
les trois vecteurs propreg, Vi, Vi, sont mutuellement orthogonaux. Dans le cas ou deux
valeurs propres sont confondu@s = Ay # Ay par exemple), la résolution de (2.40) laisse une
indétermination sur les directions @eetVj, : ils peuvent prendre une direction quelconque dans
le plan de I'espace perpendiculaire/a. Il est alors indiqué de choisifj et Vj, orthogonaux
entre eux dans ce plan. Enfin, dans le cas\pt Ay = Ay, Vi, Vi et vy, sont absolument
indéterminés ; ils peuvent prendre des directions quelconques de I'espace, mais on peut toujours
s’arranger pour les choisir mutuellement orthogonaux. Cette situation spéciale n’arrive que Si
le tenseurA est de la formeA = sl oU s est un scalaire. On a alovs= A = Ay = s. Un tel
tenseur est appelé un tenseur isotrope. Ses composantes ne sont pas affectées par un changement
de base.

En conclusion, nous venons de voir que I'on peut toujours trouver trois vecteurs propres
orthogonaux pour un tenseur réel symétrique d’ordre 2. La base formée par ces trois vecteurs

est appelée base principale. Dans cette base, les coefficients du #®&fseuent une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres:

- - M O 0
Al =P [Al123P=| 0 Ay O (2.41)
0 0 Ay

La matrice de passage est donnée par:

Vi-& V-8 Vi -§
P=|Vi-& V& V- & (2.42)
Vi-& V)-8 V&

Enfin, on vérifie facilement que le tenseﬁlpeut s’écrire:
A= Vi @V + A Vi @ Vi + A Vi @ Vi (2.43)

C’est ce qu'on appelle la décomposition spectrale du tenseur.
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2.9 Formule d’intégration par partie

On établit en analyse une formule générale d’intégration par parties. On la rappelle ici sans
démonstration. Soit dans un repére cartésien un donadedimité par une frontieréw (cela
peut étre en 3D un volume délimité par une ou plusieurs surfaces, ou en 2D une surface délimitée
par une ou plusieurs courbes ou en 1D un segment délimité par deux points) FSei@eux
tenseurs définis sub et suffisamment continus. Sait, la normale extérieure@w. On a

/Fljk...aqumn... = —/ aqFljk...GImn...—/ NgFijk...Gimn... (2.44)
W W ow

La relation (2.44) est valable quel que soit I'ordre des tensewesG. L'indice g peut méme
également coincider avec I'un des indi¢gs... oulmn.... En particularisant le choix du ten-
seurF, on obtient les formules importantes en pratique de Green-Ostrogradski et de Stokes.

2.9.1 Formule de Green-Ostrogradski

Soit un volumeV de frontiéreS sur laquelle est définie en tout point régulier la normale

unitaire extérieurdi. Soit 4, (/721, 4) des champs scalaires (vectoriels, tensoriels d’ordre 2)
continus et dérivables sit. On a:

/ ands = / gradadV soit / AndS— / 2;dv (2.45)
S Vv S Vv
/ A.1idS = / divAdV soit / AndS—= / 4;dV (2.46)
S Vv S Vv
/ﬁ.ﬁds - /dTVﬁdVSOit/ﬂijnde:/ﬂi“dV (2.47)
S Vv S V

La notation4; indique la dérivee partielle d@ par rapport a la™e coordonnée.

La formule de Green-Ostrogradski porte aussi le nom de théoréme de la divergence dans
certains ouvrages. Ces formules sont obtenues a partir de la relation générale (2.44) en prenant
F unitaire, si bien que sa dérivée s’annule dans le second membre de (2.44).

2.10 Formule de Stokes

Soit une surface plarfgéde normaN et de contou€. Soitf le vecteur tangent sur ce contour.
On alarelation:

/éde:/(rBté)NdS SOit/aitidC:/EijkakJNidS (2.48)
c S c S

2.11 Systemes de coordonnées curvilignes orthogonales

Pour établir et discuter les équations et principes généraux de la mécanique des milieux
continus, les coordonnées cartésiennes sont adéquates. Toutefois, pour la résolution de certains
problemes particuliers, il est préférable d’utiliser des coordonnées curvilignes (on dit qu’un
systeme de coordonnées est curviligne si la base locale évolue d’un point a I'autre). C’est parti-
culierement évident dans les problémes axisymétriques ou les coordonnées cylingrijes
s’'imposent (figure 2.1) et les problemes a symétrie sphérique ou les coordonnées sphériques
(r,9,8) sont indiquées(figure 2.2).
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2.11.1 Coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes les composantes d’'un vecteur sont notées:

(2.49)

et celles d’'un tenseur d’ordre deux :
A1 A Ags

Aoy A Ags
Az1 Az Ass

(2.50)

A

oa oa da
0_><1é1+0_)(2é2+0_>(3é3 =a;§
0’a 0%a 9%a

o ag mg M

aal aa2 aag .

grach

Aa
diva aj i

Jdap B 0ay

rota a_xl 6_x2

&2+ ( )8 = Eijk aj &

divA

& =Aj ;&

+

ox1 0%y  Oxg
0z O da; Oag
= (a_m_&)éﬁ(%_a_xl
_ ,0A11  0A12  0A13
a (aXl 0X2 + aX3 )é1+
0A21 0A»2 0Ax3
( aX1 ax2 aX3 )é2+
(0A31 0Az n 0Az3
0X1 0X2 0X3
da; day 0ay
R v LR v
6a2 aa2 aa2
o 28T 5 808t o S B T
aa3 58.3 6a3 o _
6_)(1é3®é1+6_x2é3®é2+6_x3é3®é3_a"1 & QE
623_1 628.1 02a1 é]_—f—
X2 o5 0x3
(628.2 628.2 n 023.2) &+
X2 0x5  0x3
0%ag 62a3+62a3 G5 &
Xt o5 ox3) i
2.11.2 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques::

X1
X2
X3

r cosd
rsin®
z

(2.51)
(2.52)
(2.53)
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Fic.2.1-

La base locale en chaque point est donnée par:

& = COsBé;+ sinbe,

(2.54)
8 = —SinB&,+ coshe, (2.55)
& = & (2.56)

La matrice de passage de la base cartésienne a la base cylindrique ffmasereprendre les
notations (2.3) )est donc:

cosB —sin6 O
P= | sin6 cosB O

(2.57)
0 0 1
En coordonnées cylindriques les composantes d’un vecteur sont notées:
ay
[ = as (2.58)
az
et d'un tenseur d’ordre deux:
— Arr Are Arz
[Al=| Aor Aee Aez (2.59)
Az Aze Az;
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- da 10a oda
grach = Eér‘f‘Fa—eéB'f—a—zéz

10 0da. 1d% d%a

Na = “—(F-)+ 5205 T 25
a rar(rar)+r2662+022
. 10 ldag Oa
divd = F&(rar)—FF%‘}'E
.. ,loa; oOag da, Oa, dag 1lo0a, ag
o8 = Goe a ) a®  Trae Tr®
»=  0Ay 10Ap 1 0A;
dVA = (G 759 T A —Aee)+ 5 )8+
0Agr  10Age 2 0Ag;
Cor v e et )BT
aAzr 10Aze 1 a’A\ZZ
Cor Trae i )%
O 103 2 Oda
= AT By
gradges) = | o 7o T oz
0a; 102 03
or r oo 0z
2.11.3 Coordonnées sphériques
En coordonnées sphériques::
Xy = rsinésing (2.60)
X2 = rsinBcosy (2.61)
X3 = rcosd (2.62)
La base locale en chaque point est donnée par:
& = sinBsingé; + sinBcosye; + cosbe; (2.63)
€ = COSPE —singe; (2.64)
€ = C0sOsingeé; + cosBcosPs; — sinBes (2.65)

La matrice de passage de la base cartésienne a la base sphérique est donc:

sin@sing cosp cosBsing
P= | sinBcosp —sing cosBcosp (2.66)
coso 0 —sin@
En coordonnées sphériques les composantes d’un vecteur sont notées::
ar
[d =] a (2.67)
ag
et d’'un tenseur d’ordre deux:
— Arr Ar(p Arg
Al=| Ax Aw Ap (2.68)
Agr AB(p Agp
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1 oa

10a

- oa
grad = S8+ Gneae e r a8
10, ,0a 1 0% 1 9 da
fa = 255 )+r2s|n266(p2 r2sine a8 >"93g)
. 1 0 0 J, .
diva Zeing [6 (r?sinBa,) + a(p(ra(p)Jr%(rsmeae)}
S 1 0 0
rota Zeing {&p(rae) ae(rsmea(p)} & +
da, O
{% - 5( ae)} €+
0 0a;
rsind |ar " smea(p)——(p] %
= = aArr 1 aAr(p 16Ar9
divA (ar +rsin6 30 't 08 ( r — Agp— Agp + AgrCOLEH) )& +
0Ax 1 0Aw 10A<p9 1
( or rsin oo r o8 F(3%+2%C0tgﬁ))é(p
0Ag, 1 0Agy 16A99 1
( or ' rsind dp ' r 98 F(Ae 6COLe — AgyCOLP +3er ) )&
dar 1 da % loa 2
_ gr rsmegcp r rge r
[graCﬁ](éné(pvée) aairqJ rs%nega(;)p—" +aeCOtw Flgie(p
6_are r5|1n9 aa(g a(pCOtw %%+%
2.11.4 Formules utiles
gradab) = agrad+bgrach (2.69)
div(ab) = adivb+b-grach (2.70)
div(@®b) = adivb-+ (gradi)-b (2.71)
rotgraca = 0 Va (2.72)
divrota = 0 Vva (2.73)
Ad = grad dive— rotrota (2.74)
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Fig. 2.2 -
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CHAPITRE 3. DESCRIPTION DE LA CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

Chapitre 3

Description de la cinématique d’'un milieu
continu

A la différence de la mécanique des solides indéformables, la mécanique des milieux conti-
nus permet de prendre en compte les déformations d’'un corps et les variations de température
gui accompagnent ces déformations.

Dans un solide indéformable, la distance entre deux points quelconques ne peut varier avec
le temps alors que dans un milieu déformable, cette distance peut évoluer. La cinématique du
milieu continu a pour but d’introduire les outils mathématiques pour décrire une cinématique
guelconque et ce indépendamment des forces qui I'engendrent.

3.1 Trajectoire et dérivées temporelles

Considérons un milieu continu occupant un volwél'instant initial ¢ = 0),* par exemple
une balle en caoutchouc avant son écrasement dans la paume d’une main (figure 3.1). Cette balle
peut étre vue comme lI'assemblage d’une infinité de petits éléments de matiere appelés “points
matériels”. Chaque point matériel va se déplacer et avoir sa propre trajectoire. Cette trajectoire
est définie par I'évolution de la positicide ce point matériel en fonction du temps.

X = @(point matériek) (3.1)

L'équation ci-dessus donne formellement I'ensemble des trajectoires de tous les points maté-
riels.

1. Les notations utilisées dans ce chapitre s'inspire des notations du livre de référence [4]. Un certain nombre
d’exemples de ce chapitre est également tiré de ce livre.

FiG. 3.1 —Une balle avant et aprés déformation
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Afin de distinguer deux points matériels, il faut donner un nom unique a chaque point,
tout comme la sécurité sociale attribue un numéro unique a chaque individu. Généralement, on
donne comme nom & chaque point matériel ses coordonnées initialesXotées

Ces coordonnées dites matérielles sont constantes dans le temps, c’est donc une information
intrinséque de la particule. Par contre, les coordonnées spatiales de la pattieubdyent dans
le temps: o

X=@(Xt) (3.2)

Sur le plan mathématique, la transformatiprest une bijection: & chaque point matéiel

ne correspond qu'un et un seul point spatial image a tout instddé méme, deux points
matériels différents ne peuvent aboutir a la méme position spatiale au méme instant. Ainsi, on
peut inverser la relation (3.2) et écrire formellement

X =@ (%t) (3.3)

Etant donnée la bijection qui existe entre les coordonnées spatiales et matérielles, on peut
choisir comme variable indépendantes pour décrire le mouvement soit le d&upldit va-
riables d’Euler soit le coupléX t) dit variables de Lagrange. La connaissance de la transfor-
mation@ou de son inverse définit alors complétement le mouvement.

Exemple 3.1.1 Transformation uniforme

A titre d’exemple considérons un domaine 2D qui se déforme selon un parallélogramme. Les
configurations de référence et a I'instant 1 sont présentées figure 3.2. La transformation,
X=@(X,t) s'écrit

1

X1 = Z(l&+4X1—}—6tX2) (3.4)
1

Xo = Z(l4t+(4+2t)X2) (3.5

On vérifie que pout = 0, on a bierx; = X1 etxy = Xo.

Xz %

(=1,1) (1,1)

X4

YED

(-1,-1) (1,-1)

m
[

Fic. 3.2 —Déformation d’un carré

Une fois la transformation du milieu contimudéfinie, il est facile de définir les notions de
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déplacement, de vitesse et d’accélération:

Xt = xXXt)—X (3.6)
V(Xt) = %U(X,t) (3.7)
axyt) = %V(X,t) (3.8)

La dérivée temporelle intervenant dans les deux derniéres équations s’effectue pour une
particuleX donnée. C’est une dérivée en temps dite matérielle (on parle aussi de dérivée parti-
culaire ou lagrangienne). Si on assimile, un milieu continu a une portion d’autoroute et chaque
point matériel de ce milieu a une voiture circulant sur l'autoroute, les vitesses et accélérations
définies en (3.7) et (3.8) sont les vitesses et accélérations percues par le conducteur de chaque
voiture X. La dérivée particulaire est souvent également notée & I'aide d’un point au dessus de
la quantité a dériver. Ainsi, on peut réécrire (3.7) et (3.8) avec cette notation compacte et écrire :

V=1 (3.9)
a = v=0 (3.10)

Il existe un autre type de dérivée temporelle dite eulérienne qui ne s’effectue non pas pour
une particule donnée mais en un point de I'espace donné. En clair, c’est une dérivée temporelle
en considéran fixe et non plusX fixe. Pour reprendre I'exemple de la portion d’autoroute,
cette dérivée correspond a celle que percoit le gendarme posté sur le bord de la route : si une
voiture roulant lentement passe devant le radar et qu’elle est suivie par une voiture roulant a
vive allure, pour le gendarme, le trafic accélere alors que pour les passagers des deux véhicules,
I'accélération est nulle (en supposant gu'ils roulent tous les deux a vitesse constante).

La dérivée eulérienne est not%t'epour ne pas la confondre avec la dérivée matéri%lle
Les dérivées eulérienne et lagrangienne sont reliees. En effet, on peut écrire :

dg(Xt) _ dgX(X b)) ag(xt) | ag(xt) ox(Xt)
ot - & o X ot (3.11)
~——
dérivée lagrangienne
= 9g(%t) +  grady-V (3.12)
ot ——

N—— ) .
dérivée eulérienne (€Me d'advection

Le dernier terme est une dérivée dite convective. Afin d’illustrer le calcul des dérivées lagran-
giennes et eulériennes, on peut considérer I'extension d’'une barre unidimensionnelle dont la
température évolue avec le temps::
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Exemple 3.1.2Mouvement uni-axial, illustration des dérivées temporelles eulérienne
grangienne.

(X=1,T=9) (X=2,T=18)
. I
(X=1,T=2) (X=2,T=8)
, I
(X=1,T=1) (X=2,T=1)

FIG. 3.3 -

On considere la transformation d’'une barre, figure 3.3, de longueur initiale 2, donn
x = (14t)X. Cette barre est soumise a une élévation de température donnge=pxi?.
La dérivée matérielle de la température est donnéeTpar2Xt. Pour calculer la dérivé
temporelle eulérienne, on exprime la température en fonction des coordonnées sphatia
xt?/(1+1) et ensuite on dérive par rapport au temps, ce qui donne

OT(xt)  (2t+t?)x
ot (L+t)2 (3.13)

Quant a la dérivée convective, on

oT(xt)dx  t2
ox dt  (1+t)

(gradT) -V = (3.14)

On vérifie que la somme des dérivées eulérienne et convective rend bien la dérivée
gienne.

et la-

ee par

e
es:

lagran-

Dans la cas ou la quantité considérée est un vecteur, on a:

dg(xt) dg(X(X;t),t) — 9g(xt) | ag(x.t) dx(X.t)
prm— prm— .1
ot ot xR (3.15)
. ,R’_/ .
dérivée lagrangienne
og(Xt —
= % + (gradj)-v (3.16)
5,_/ )
dérivée eulérienne t€rMe d’advection
En notation indiciell& , on écrit
. 00
g = %‘i‘gi,jvj (3.17)
A titre d’exemple, I'accélération d’'une particule dans un champ de vitesse s’écrit
a-V_ N, Gaa)v a= MM,y (3.18)

dt ot dt ot

2. Il est bon de rappeler ici que la notation indicielle n’est valable que dans un systéme de coordonnées carté-

siennes alors que la notation intrinséque est indépendante de tout systéme de coordonnées.
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On note qu’en utilisant la dérivée eulérienne, I'accélération devient une fonction non linéaire
de la vitesse par la présence du terme d’adveétion

3.2 Gradient de la transformation

Une quantité clef dans la description de la déformation d’un corps est le gradient de la trans-
formation notéF. Ce tenseur d’ordre 2 permet de relier la position relative de deux particules
voisines avant et apres déformation. C’est donc I'ingrédient de base pour définir la déformation
d’un corps.

Considérons deux points matéri€)s et Q. situés dans le voisinage d’'un point matériel
P (voir figure 3.4). Les positions relatives @@ et Q» par rapport & sont données par les
vecteurs élémentairebX, etdXo:

dXy =X —Xp  dXo=Xq,—Xp (3.19)

Apres déformation, les positions des particiPe§)1 et Q» sont données par la transforma-
tion @

Xp = ?P(XPJ) 7m = _(b()_{Ql?t) XqZ = Z»I)O_()Qz»t) (3.20)
Les vecteurs élémentairdX; etdX, sont deviennent donc:
da = %q—%=0(Xp+dXet) - @Xe.t) (3.21)
dx = Xg—%Xp=@Xp+dXat) — X t) (3.22)
Nous définissons le tenseur gradient de la transformation par
=/ azp<)_<7t)
F(Xt) = ~ 3.23
XH=""g (3.23)

Il est parfois également appelé matrice Jacobienne car c’est la matrice du changement des va-
riablesX enX. En effet, le tenseuf s'écrit aussi:

OxX(X t)

Fo X
oX

(3.24)

Le tenseuF est non symétrique en général.
En tenant compte du caractére infinitésimal des vectéMgset dX;, on peut écrire, en
effectuant le développement de Taylor au premier ordre de (3.21) et (3.22) :

—

dx = F(Xpt) -dX1  dx=F(Xpt)-dXy (3.25)

On note que le tensef transforme un vecteur de la configuration de référehéen un vec-
teurdxde la configuration actuelle. Notons que conuixeest infinitésimal, il en sera de méme
pourdx. Ce type de tenseur est appelé un tenseur deux-points

3. Cette non-linéarité est une des difficultés principales de la mécanique des fluides numériques.

4. Remarque linguistique : en anglais la déformation se dit “strain” et le déplacement se dit “displacement” ou
“deformation”. En anglais, le tenseBrest donc appelé “deformation gradient”.

5. “two-point tensor” en anglais.
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X1 Xq

FIG. 3.4 -
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Exemple 3.2.1Transformation des vecteurs de base

Pour illustrer le calcul du tenseErreprenons la transformation de 'exemple 3.1.1. Le gradient
de la transformation se calcule par

0X1 aX]_

= DK o 1{2 3

[]=[‘3X1 %X2]=—{ } (3.26)
a—;‘(’i a_;(é 21 0 2+t

On note que pour cet exempﬁest uniforme c’est-a-dire qu'’il ne dépend pas du pEatXy)
considéré. En général, le tens@dépend a la fois du temps et du point considéré. Les|vec-
teurs placés initialement selon les akgset E, sont transformés a l'instabt= 1 enF - E; et
F. E, donnés par I'application (3.25). En considérant I'instaatl, on a

= 5 112 3 1 1

= 5 112 3 0 15

FEl = E{o 3H1]:[1.5} (3.28)
Dans notre exemple le vecteur initialement paralléle a I'axe 1 reste donc parallele a 'axe 1
et ne change pas de taille. Par contre, le vecteur initialement paralléle a I'axe 2 tourne de 45
degrés et voit sa taille multipliée pay 32.

Si I'on considére deux vecteugs et &, actuellementorientés paralléelement aux axes, on
peut se demander quelle était I'orientation de ces vecteurs dans la configuration initiale. Ces

——1 ——1
orientations sont données gar -& etF -&:

F el = %{g _23HH:[H (3.29)
F e = %{g _23}{2}:[2_/?3] (3.30)

3.3 Définition des tenseurs de déformation

La section précédente a introduit le tenseur gradient de la transfornfati@e tenseur est
la dérivée des positions actuelles par rapport aux positions initiales. Nous allons montrer que
ce tenseur n’est pas une bonne mesure de déformation. En revanche, a partir de ce tenseur nous
allons béatir deux tenseurs de déformation.

Considérons un corps se déplacant de maniere rigide. Ce mouvement s’écrit :

R(X.t) = R(t)- X +¢(t) (3.31)

R-R =R -R=1 (3.32)

Il représente la rotation rigide du corps et le vec®aprésente la translation rigide. Le gradient
d’une telle transformation est clairement

F=R (3.33)
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Autrement dit pour un mouvement de corps rigide, le tengeunrest pas nul et est égal au
tenseur de rotation. Clairement, le tenseur’est donc pas une bonne mesure de déformation
puisqu’il est non nul pour des transformations n’impliqguant aucune déformation.

Pour arriver & la définition d’'un tenseur de deformatlon écrivons le changement de pro-
duit scalaire entre deux vecteurs elementdh(q et dXz lorsqu’ils se transforment edlxl et
dx, (figure 3.4). Exprimons le produit scalaire des vecteurs aprés déformation en fonction des
vecteurs avant déformation :

dx - = (F-dX1) - (F-dXo) = d¥Xy- (F -F)-dXp—d¥Xi-C-dX,  (3.34)

Le tenseuC = fT -F est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit. Il s’agit d’un
tenseur symétrique du deuxiéme ordre dit matériel car il opére sur des vecteurs matériels.

Inversement, on peut exprimer le produit scalaire des vecteurs élémentaires dans la configu-
ration de référence a partir des vecteurs dans la configuration actuelle :

- - =1 - =1 - = = - > = -
Xm-dXZZ(F -dX]_)-(F -dxl):dxl-(F -F )-dX2:dX1-b -dX2 (3.35)

ouDb est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green ghuche

b—F.F (3.36)
Il s’agit d'un tenseur symétriqgue du deuxiéme ordre dit tenseur spatial car il opéere sur des
vecteurs spatiaux.

Remarquons que tout comrie b etC ne sont pas des mesures de déformations car pour
un mouvement de corps rigides, ofab=1I.

Le tenseur de déformation de Green- Lagraﬁgrst défini par I'expression suivante :

1 - 7. T T 1 - = = = = 2 — = o
é(dxl-dXZ—dxl-dXZ) = E(dxl-c-dXZ— dXi-1-dX2) =dX1-E-dXz (3.37)

oul est le tenseur identité. Le tensdtiest un tenseur symétriqgue matériel du deuxieme ordre.

Il se calcule en terme dé par la relation suivante :
= 1 = = 1 =T
E=-C-1)==(F -
€T =3

On définit également le tenseur de déformation d’Euler-Almansi,

-1 (3.38)

Ll

— = — _1 — — -

%(Jxl-dﬁxz—dﬁxl-dﬁxz):%(dxl- -dxz—Jxl-E -dxp) =dx;-e-dx (3.39)

Le tenseug est un tenseur spatial symétrique du deuxiéme ordre qui s’exprime en fonction de

F par:
=5(-b )=35(0-F F ) (3.40)
Les tenseurs de Green-Lagrange et de Euler-Almansi sont de bonnes mesures de déforma-
tion car ils sont nuls pour des transformations rigides. En effet, prenant en cBrapE pour

une transformation rigide, il vient

= 1 =T = = =
E = SR-R-1)=0 (3.41)
— 1 = =T =-1 =
e = E(I_R ‘R )=0 (3.42)
6. Dans Ie tenseur de Cauchy-Green dfoi; ET .F, F est a droite alors gue dans le tenseur de Cauchy-Green

gaucheb F ,Festa gauche.
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par définition, (3.32), d’un tenseur orthogonal.

Exemple 3.3.1Déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi

Toujours pour la transformation donnée dans I'exemple 3.1.1, on peut calculer les déforma-
tions pourt = 1. D’abord les tenseurs droit et gauche de Cauchy-Green:

[E]:ET.E]ZE[Z 3} [:]:[EET]ZE{B 9] (3.43)

—

213 9 41 9 9

et ensuite les déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi:

B-7]53 B-5|e 5] -

3.4 Interprétation des composantes des tenseurs de déforma-
tions

Afin d’interpréter physiquement les composantes des tenseurs de déformati@nnous
allons considérer des vecteurs matériels particuliers. Tout d’abord, considérons que les deux
vecteursd X; etd X, sont identiques et not@sX. Apres déformation, ce vecteur se trouvera en

dx= dx = dx. La relation (3.37) donne
1 — — — — — pr— —
5 (d@x-dx—dx- d%) = dX - E-dX (3.45)

Décomposons les vectewX etdx selon leur norme et leur orientation :

dX =dLN dx=dIf (3.46)
On peut alors simplifier (3.45) en
1 dlz_dL2 - = =
§<T> =N-E-N (3.47)

En considérant en particulier, un vectéliselon I'axeE;, le membre de droite de I'équation
ci-dessus est simplemelBi; car

o Ei1 B2 Eis 1
Ei-E-E1= [ 1 00 ] Eio Exo Exs 0| =En1 (3.48)
Eiz E23 Ess 0

Les éléments diagonaux du tens&idonnent donc les changements relatifs de longueur
(au sens du premier membre de (3.47)) de vecteurs élémeritait@ementdirigés selon les
axes.

Concernant l'interprétation du tenseur de Euler-Almansi, on obtient :

2_H12
%(—dl d|2dL ) =h-e-n (3.49)

Les termes diagonaux du tens@sont donc les changements relatifs de longueur de vecteurs
élémentaireactuellementlirigés selon les axes.

Ecole Centrale de Nantes : cours de mécanique des milieux continus page 30



CHAPITRE 3. DESCRIPTION DE LA CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

Exemple 3.4.1Interprétation physique des tenseurs de déformation.

Revenons une nouvelle fois a la transformation de I'exemple 3.4.1. Les déformations a llinstant
t = 1 ont été obtenues dans I'exemple 3.2.1. On note que la compdsarest nulleé’. Cela
indique gu’un vecteur élémentaire placé selon I'axe 1 dans la configuration initiale ne Voit pas

sa taille évoluer. Ceci est en accord avec le vedtelt; obtenu dans I'exemple 3.2.1 qui est
bien de méme norme qiig. La composant&,, vaut elle 7/4. Ceci est cohérent car un vecteur

initialement selorEs et de normell = 1 devient le vecteut - E, = [1.51.5]" de norme 3v/2

et on a bien 42— dL2
1 —dL 7
2 (T) ~1 (3.:50)

aprétez attention aux notations est le tenseur de déformation de Green-Lagragest le premier vecteur
de base ef1; est la composante 11 du tens&udans le repére donné p@t;,E»,E3).

Nous venons d’interpréter les termes diagonaux des tenEeeirs8 comme la mesure des
changements de longueur des vecteurs élémentaires initialement ou actuellement dirigés selon
les vecteurs de base. Quant aux termes non diagonaux, ils peuvent s'interpréter comme des
changements d’angle. Considérons deux vectéi(ﬁset dﬁxz initialement orthogonaux. Aprés
déformation, ces deux vecteurs ferons un amg2—y ouy est la réduction d’angle entre les
deux vecteurs. En décomposant les vecthXrﬁet qu2 selon leur norme et leur direction:

dXy =dLiN;  dXo = dLoN» (3.51)
la relation (3.37) devient
}sin( )ﬂ%—m E-N (3.52)
A TR TR |
Si on choisit les deux vecteufd; et N, comme vecteurs de base, par exentplest E», on
obtient 1 dl+ dl
, 1 dlp
- —— - =E 3.53
Zs'n(V)dLl L, o2 (3.53)

La composanté&y, du tenseulE est donc liée au changement d’angiee vont subirdeux
vecteurs élémentairésitialementplacés selon les vecteurs de b&set E,.

Considérons maintenant deux vecteurs élémenttfbxleet osz actuellemenbrthogonaux.
Avant déformation, ces deux vecteurs formaient un angle que nous notgay . La relation
(3.39) devient

1 . dl—l dl—2 =

h =" _f-e-n 54

2sm(\/)dIl db 1-€-fp (3.54)
ou on a utilisé la décomposition

dx. = dlifi;  dx = dlof, (3.55)

La composante, du tenseu est donc liée au changement d’angjg’ont subideux
vecteurs elémentairesctuellemendirigés selon les vecteurs de baeet &. La difféerence
entre les angleg ety est illustrée sur la figure 3.5 Finalement, notons que bien que les deux
tenseurs de déformation précédents ne sont pas indépendants. lls sont reliés I'un a l'autre par
les relations::
— E . =T = =1 — =T _ =
[Ele.eian = En e=F -E-F E=F -&F (3.56)
=
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FiG. 3.5—-

3.5 Décomposition polaire

Nous avons vu dans la section précédente le role primordial joué par le téhsems la
définition des tenseurs de déformation. Ce tenseur fait passer un vecteur éléntbttiéréa
configuration initiale a un vecteutx de la configuration actuelle. Ce passage peut étre décom-
posé en une opération dite d’extension suivie d’'une opération de rotation. Cette terminologie
deviendra claire dans la suite.

D’un point de vue purement mathématique, on peut montrer que tout tenseur d’ordre deux

peut s’écrire comme le produit d’un tenseur orthogoRagt d’un tenseur symétriquE:l,:

U (3.57)

Bl
pul

Dans une déformation générale du milieu continu, la décomposition ci-dessus differe en chaque
pointX et a chaque instant. On devrait donc écrire pour étre précis:

E(Xt) =R(X.t)-U(X) (3.58)

Remarque : Dans le cas particulier d’'une transformation rigide, le tefsestrle méme pour

tous les points matériels du corps (rotation d’ensemble) et le teB@st I'identité. Donc,
(3.58) devient:

F(X,t) =R({) (3.59)
Pour obtenir les tenseuRsetU a partir du tenseu, partons du tenseur droit de Cauchy-
Green:
C=F -F=U ‘R -R-U=U-U (3.60)
Le tenseul est donc la racine carrée du tens€uPour prendre la racine d’un tenseur, il faut
I'écrire sous une forme dire propre:

_ 3
c=3 A2Nq ® Ny (3.61)

a=1
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Les A2 et Ny sont respectivement les valeurs propres et vecteurs propré€.dee tenseur

U s’écrit alors en prenant la racine carrée des valeurs propres (on choisit les racines carrées
positives Ay > 0).

U= AaRa®Ny (3.62)
Finalement, .
R=F.U (3.63)

Voici un exemple numérique de décomposition polaire :

Exemple 3.5.1Décomposition polaire

1

X1 = Z(4X1 +(9—3X1 — 5Xo — X1 Xo)t) (3.64)
1

Xo = Z(4X2 + (164 8Xy)t) (3.65)

PourX = (0,0) et t=1, la gradient de la transformation et le tenseur droit de Cauchy-Green
s’écrivent : 1 1
]:Z{s 4 } [C]:l_fs{ﬂ 41} (3.66)

Les extensiona; etA, sont les valeurs propres et vecteurs propres donnés par:

—

(3.67)

AL=22714 Ap=1.2107 [Nq]= l 0.8385] R = { —0.5449}

0.5449 0.8385
— pr— :—1

Finalement, en utilisant (3.62) Bt=F -U , le tenseur d’extension et de rotation sont donnés

par:

— 1.9564 04846 = 0.3590 —0.9333
V]= { 0.4846 15257} R = { 0.0333 03590 } (3.68)
Interprétons maintenant la décomposition :
dx=F-dX=R-(U-dX) (3.69)

Le tenseurU réalise une extension diX et une rotationR est ensuite appliquée. Soient,
dXy,0 = 1,2,3 les composantes @X dans la base propidy, o = 1,2,3.

3

dX = S dXaNg (3.70)
a=1
L'application deU donne:
U-dX=Y dXU -No= Y dXaAaNg (3.71)
o=1 a=1

Les composantes aEX sont donc multipliées (étendues) par les coefficidgtsSi le vecteur
dX coincide avec I'un des vecteurs de basg,il préservera sa direction suite a I'application de

7.C s'écrivant sous la formﬁ-i, C est une matrice positive (i.é.éﬁl > 0V A) et donc toutes ses valeurs
propres sont positives (et réelles Gaest symétrique et réelle).
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FIG. 3.6 —lllustration de la décomposition polaire.

U, pour devenii\gNy (pas de sommation sur les indices). Avec I’applicatiorﬁdé tournera
pour devenir un vecteur nodg iy sur la figure 3.6. Ceci s’exprime mathématiquement comme
Suit:

E‘NQZR'ﬁ'Ng:)\Gﬁ'Nq:AGﬁG (372)

Les vecteurdNy,a = 1,2,3 etfig,0 = 1,2,3 forment ce que I'on appelle des triédres propres
respectivement matériels et spatials.

Le tenseuld est un tenseur matériel Bf tout commeF, un tenseur deux-points. Notons
gu'’il est également possible de décompd;sem terme du méme tenseur de rotation suivi d’'un
tenseur d’extension dans la configuration spatiale Yioté

F=V-R (3.73)
Les tenseurs de déformation s’expriment en terme des teriSeat\é comme suit ;

U-1) 8=20-V ) (3.74)

Etant donnés que les bases propres des tenSeet& sont iIdentiques ainsi que les bases
propres des tensewsetg, on peut également écrire :

%)M @ Mg (3.75)

I\)II—\

3
1)Ng @ Ny =Y 5

a=1

I\)II—‘

3.6 Changement de volume

Un élément de volumdV de la configuration de référence se transforme en un élédvent
dans la configuration actuelle. Le Jacobien de la transformatierletF, donne le changement

de volume: o
dv=JdV J=detF (3.76)
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Tte0

FiG. 3.7 -

Le Jacobien de la transformation est utile lorsque I'on veut transformer des intégrales de volume
sur la configuration actuelle en intégrale sur la configuration de référence :

/ a(X)dv— / a(X(X,t))JdV (3.77)

\Y,

3.7 Changement de surface

Considérons un élément de surface dans la configuration initiate dAN qui aprés dé-
formation devientia= daii comme illustré sur la figure 3.7. Dans le but d’obtenir une relation
entre ces deux vecteurs, considérons le vecteur malﬁriqhi apres déformation deviedt.

Les volumes initiaux et actuels sont:

dVv = dL.dA (3.78)
dv=dl.da (3.79)

Par (3.76) et le fait qudl = F.dL, nous pouvons écrire :

dv=JdV = dl.da=JdL.dA (3.80)
(F.dL).da= JdL.dA (3.81)

la relation ci-dessus devant étre vérifiée pour tHutil vient :
— :7T e
da=JF .dA (3.82)

qui exprime la relation entre I'aire (et I'orientation) d’'un petit €élément de surface apres et avant
déformation en fonction du gradient de la transformakon

3.8 Taux de déformation

Jusqu’ici nous avons introduit deux mesures de déformations dans les configurations initiale
et actuelle. Il nous reste a introduire la vitesse de ces déformations appelée taux de déformation.
Le tenseur taux de déformation (mateériel) est la dérivée particulaire du tenseur de déforma-

tion de Green-LagrangeE. Ce tenseur donne pour une particule donnée, le taux de variation
de sa déformation au cours du temps. C’est clairement une quantité lagrangienne.

Ecole Centrale de Nantes : cours de mécanique des milieux continus page 35



CHAPITRE 3. DESCRIPTION DE LA CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

matériel spatial
(lagrangien) (eulérien)
tenseur de déformation E e
tenseur taux de déformation E D

TAB. 3.1 —Récapitulatif sur les tenseurs de déformation et taux de déformation

_De méme, nous introduirons le tenseur taux de déformation spatiaDn@élui-ci est relié
aE par la méme relation que reli@aE, (3.56):

D=F -EF E=F DF (3.83)

Le tableau 3.1 reprend les tenseurs de déformation et leur taux. Sur la base de la formule (3.83),
on peut dégager I'expression du tenseur taux de déformation spatial en terme des vitesses :

= 10V oV
P2zt &

Il est & noter que cette relation est linéaire par rapport a la vitesse.

)= S@ad+ @ad)) Dj=Sjtvi)  (384)

3.9 Deformations en petites perturbations

3.9.1 Formulation de I'hypothese des petites perturbations (HPP)

La section précédente a introduit les outils mathématiques pour décrire des déformations
guelconques entre un domaine de référenat un domaine actuel Cette déformation peut
étre faible ou énorme (crash de voiture par exemple). Un point important a noter dans I'expres-
sion des déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi est qu’elles dépendent des déplace-
ments de maniére non-linéaire. En effet, reprenons la définition du tenseur de Green-Lagrange :
1= 1=

2(C—I:):§(F F-1 (3.85)

|

Le gradient de la transformatioR, peut s’exprimer en terme du gradient des déplacements en
utilisant (3.6):

F_O0X_oX+0W) 5 od (3.86)
oX oX oX
Doncf s'écrit:
= 1/adu ou ou ou
E==(—=+ —) T+ —_,T'—_,) 3.87
2 (ax (6X) (6X> 0X ( )

gui est une expression non-linéaire (quadratique) des déplacements.

Dans certains cas, cette cinématique peut étre linéarisée (ce qui simplifie grandement la
résolution finale du probléeme). C’est le cas des petites perturbations. L'hypothése des petites
perturbations (HPP) se formule comme suit: les déplacements entre la configuration de réfé-
rence et la configuration actuelle sont trés petits et le gradient des déplacements est également
petit. Voici une certain nombre d’exemples pour lesquels I'hypothese HPP est justifiée :

— Unimmeuble se déplace peu entre sa position non chargée (absence de gravité et de vent)

et chargée (on appligue la gravité et le vent) ;

— Les ondes sismiques font intervenir des déplacements de faible amplitude par rapport a la

taille des immeubles touchés (malgre cette faible amplitude, elles restent néanmoins tres
néfastes!) ;
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— La mise en extension d’'une éprouvette métallique dans un essai de traction fait intervenir
des déplacements et des déformations faibles par rapport a la taille de I'éprouvette dans
le régime élastique et méme le début de la zone plastique (ces déplacements ne sont
d’ailleurs pas visible a I'oeil nu).

A l'inverse, voici des exemples ou I'’hypothese HPP n’est pas justifiée :

— I'étude des déformations d’une balle de golf suite a I'impact d'un club;

— la déformation d’une planche de plongeoir sous I'action d’'un nageur;

— la phase de striction d’'une éprouvette dans un essai de traction;

— la mise en forme d’'une canette a partir d’'une téle ;

— I'écoulement de tout fluide ne rentre pas dans I’hypothese HPP puisque les configurations
initiale et finale sont trés différentes : les particules fluides se déplacent beaucoup. Méme
si c’est toujours la méme section du tuyau qui est étudiée au cours du temps, cela ne veut
pas dire que I'hypothése HPP est applicable. En effet, cette portion de tuyau est sans cesse
remplie par d’autres particules de fluide. Lhypothése HPP au contraire impose que les
particules bougent tres peu par rapport a la taille du domaine d’étude et se déforment peu.

Finalement, notons que I'hypothese HPP se formule entierement en terme de quantités ci-

nématiques (faibles déplacements et gradients des déplacements). Quant aux efforts nécessaires
pour engendrer ces déplacements, ils peuvent étre quelconques (trés faibles ou trés grands).

3.9.2 Simplification des résultats dans I'hypothese HPP

Déduisons maintenant les conséquences de I'hypothése HPP sur la description de la ci-
nématique. L’hypothese HPP (faible gradient des déplacements) permet de négliger le terme
guadratique dans I'expression dans la déformation de Green-Lagrange (3.87). Il reste:

= 1foeu [ou\'
(& &) @60
Le membre de droite est le tenseur des déformations en petites perturbatiotés :
_ 1faou [ou\' 1/= =T\ -
5—§<a_>z+(a_>z) ) — S(F+F) - (3.89)

Le tenseur de déformation d’Euler-Almansi se confond également au premier ordre avec le
tenseur de déformation HEPOnN a en effet

_ 1/= =T =-1

s = é(|_F F ) (3.90)
B E S S N S
_ 2(| [+ T+ 5) ) (3.91)
TR
~ 2(| (=) ai)) (3.92)
- (2 By Sy o)
B 2(a>2+<a>?) (ax) oX (3.93)
L L(ou o0,
~ Z(MW) (3.94)
= € (3.95)

8. En raccourci, on dit également tenseur des déformations HPP.
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Pour passer de (3.91) & (3.92), nous nous sommes servis du rébultgt 1 ~ 1 — x lorsquex
est petit devant 1. En conclusion, dans I'’hypothese HPP, nous avons

E~E~E (3.96)
Exemple 3.9.1 Tenseur des déformations en petites perturbations
Calculons les déformations de Green-Lagrange, Euler-Almansi et HPP pour la transformation
de I'exemple 3.1.1 et montrons que ces trois tenseurs coincident lorsque la déformation est
petite. On a:
= 112
Fl = 35 { 0 2+t] (3.97)
=il 1 2+t -3t
F = — 3.98
Rk (3.99
Donc:
— 0 3/4
B = { 3t/4 t/24-5t%/4 } (3.99)
1 0 3 +43t%/2
© = G2 { 31322 A4 (3.100)
Concernantg, la transformation (3.4-3.5) conduit aux déplacements :
1
u = 21(18t+6tX2) (3.101)
1
u = 21(14”2“(2) (3.102)
Le tenseur des gradients de déplacement est
oup  0dup ]
ou o
=-| % § 3103
S
et finalement /4]
= 0 3/4
On vérifie bien que lorsque la déformation est faible (fgties trois tenseurE, & et€ coin-
cident.

Nous avions interprété les composantes du tenseur de Green-Lagrange dans la section 3.4.
Reprenons cette interprétation a la lumiére de I’hypothese HPP. Introduisons la netation
représente I'allongement relatif du segmeht

dl —dL
S:

i (3.105)

L'équation (3.47), s’écrit maintenant

|

}((1+s)2—1):r<|-

‘N 3.106
> ( )

Utilisons maintenant I'hypothése HPP: le termeg8rpeut étre négligé devamstet on peut
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remplacefE parg. On a
e—d-db_JEN (3.107)
- odL '
Les composantes diagonales du tenseur des déformations en petites perturbations sont donc

les allongements relatifs des vecteurs élémentaires dirigés selon les axes. |l est intéressant de
LndL A ; adL?
comparer (3.107) et (3.47). On note cﬁ#ﬁ_— est le développement au premier ordr@@gfr.

= effet dliz—dL? dl—d di+d dl—d
1dl-—dL —dL +dL —dL
2 2dL? _< dL )( 2dL )‘ dL (3.108)
Concernant les termes hors-diagonale, partons de I'expression (3.52) et posons
dl; —dLy dl; —dLy
= =_< = 3.109
€1 i @ T ( )
On obtient L
5Sin(y)(1+€1)(1+€2) = Ni-E-No (3.110)
Soit au premier ordre
\E’ — Ny E R (3.111)

Choisissons les deux vectewds et N, comme deux vecteurs de base, par exemple le premier
et le second vecteur de base. Il vient alors

y_ €12 (3.112)
2
Les termes hors-diagonaux du tenseur des déformations en petites perturbations sont donc direc-
tement la moitié de la réduction d’angle entre les vecteurs de base. Il estintéressant de comparer
(3.112) et (3.53). Que devient la décomposition polaire dans le cadre de I'hypothese HPP? Pour
rappel, la décomposition polaire du gradient de la transformation revient a écrire

F=R.U (3.113)
ou o
F=V-R (3.114)
Partons de I'expression i (3.86), rappelée ci-dessous
Fori % (3.115)
oX
On peut écrire
= = 1/0u , ou 1/0u  odu = —
g(ax (OX) ? oX (ax) ( )

Nous retrouvons le tenseur des déformations en P&, nous définissons un tensorCe
tenseur est antisymétrique et est appelé le tenseur de rotation en HPP. Vu les hypothéses HPP,
on peut écrire :

F=T+e4+0~ (48 -0+0) ~([+®) 1+ (3.117)
En comparant avec (3.113) et (3.114), on voit que en HPP
U~V~i+E R~l+® (3.118)
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\oici I'expression générale d'une transformation rigide dans I'’hypothése HPP

X=(T+B(t)-X+0(t) ouli=0(t) X +(t) (3.119)
ouc(t) est le mode de translation rigide. La déformation associée est nulle
- 1/0u  odu g 1 —_1. =
E=-| =— (= =-(0+w)=0 3.120
2 (ax (%) ) Z(@+®@) (3.120)

puisque le tenseur de rotation HER,est antisymétrique.

Il esticiimportant de comparer les modes rigides du cas général (3.31), et du cas HPP (3.119).
La matriceR caractérisant la rotation est orthogonale dans le cas général alofsteua)’est
orthogonal qu’au premier ordre. En effet, en se servant de I'antisyméttie de

(+®)TT+w=T-0)([+w)=T-0-®~1 (3.121)
Notons que (3.119) peut aussi s’écrire
U= a(t) AX+(t) (3.122)

ol le vecteur de rotatio reprend les composantes non-nulles du tenseur antisyméaique
Enfin, dans le cadre de I'hypothése HPP, le changement de volume est donné par

j = detF ~ Trg (3.123)

On peut dans le cadre de I'hypothése HPP confondre les variables d{Eu)est celles de
Lagrange(X,t) pour le calcul d’une fonction et de ses dérivées. Les deux écritures suivantes
sont donc identiques :

_ 100 ot
E = -\ —= o 3124

S+ () (3.124)
_ 100 00

Une conséquence importante est que I'écriture des équations et des conditions aux limites peut
s’effectuer directement sur la configuration de référence. Dans le cadre de I'hypothése HPP, les
configurations initiales et actuelles sont considérées confondues.

3.9.3 Conditions de compatibilité des déformations

La relation déformation-déplacement s’écrit en HPP :
1 0u odu

= T
E=— - —|— o 3126
2G5 (3.126)
En notation indicielle, cela s’écrit :
1
&ij :E(Ui,j+uj,i) (3.127)

A tout champ de déplacement, on peut faire correspondre un champ de déformation HPP par
la relation ci-dessous. Par contre, existe-t-il pour un champ de déformation quelconque, un
champ de déplacement associé par (3.127). La réponse est non enYétratjue la réponse

soit positive, il faut que les déformations vérifient des équations dites de compatibilité. Ces
eéquations de compatibilité sont au nombre de 6:

€j kk T Ekkij — Eik,jk T Ejk,ik =0 (3.128)

9. La raison intuitive est le fait qu’il y a six composantes de déformations et seulement trois de déplacements.
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3.9.4 Directions principales des déformations et cercle de Mohr

Le tenseur des déformatiors, étant un tenseur symétrique d’ordre 2, nous savons (vVoir
section 2.8.6) qu'il existe une base privilégiée dite base propre (ou base principale) dans laquelle
les composantes de ce tenseur forme une matrice diagonale. Cette base propre est orthonormée

et sera notéég &, ,&) ) :

_ €| 0 0
Elasan=]0 & O (3.129)
0 0 LA

Pour calculer I'allongement relatig du vecteurg lors de la déformation, on se sert de la
formule (3.107) B
E=8 -8 =¢ (3.130)

Les valeurs propres, € etgy représentent donc les allongements relatifs de segments élé-
mentaires placés dans les trois directions de la base propre.

Calculons maintenant la variation d’anglentre deux vecteurs de la base propre lors de la
déformation par la formule (3.111):

%Zél-g-éuzﬁnél-éuzo (3.131)

Les vecteurs de base restent donc orthogonaux entre eux lors de la déformation. La base propre
du tenseur des déformations HPP est une base orthonormée qui reste orthogonale lors de la
déformation (mais pas nécessairement orthonormée car les vecteurs de base peuvent s’allonger
Ou se rétrecir).

Pour illustrer cette propriété de la base propre des déformations, considérons un bloc en
caoutchouc sur la surface duquel a été gravé un réseau orthogonal. Si cette surface est libre
d’effort lors de la déformation, on peut montrer que la normale a cette surface est un des vecteurs
propre que I'on noteray; 1°. Si lors de la déformation, le réseau gravé reste orthogonal, cela
indique que ce réseau était orienté selon les deux autres vecteurs gaies Si par contre,
le réseau perd son orthogonalité, le réseau n’était pas aligné selon la base propre.

Etudions ceci quantitativement. Donnons-nous un vedtsurrla surface qui fait un angle,
avec le premier vecteur de base progreoir figure 3.8. Prenons un second vecfionthogonal
al ettel que(t &) forme une base directe :

-l

= COS0@ +Ssinag, (3.132)
—sinag + cosug, (3.133)

—

L'allongement relatif seloi se calcule par

. {a 0}{008&} g +e&1 & —g
g =[ cosa sina | = +

0 g sin 5 5 coq—20) (3.134)

De méme, la réduction d’angle entre les vectéLest se calcule par

%: [ cosa sina | { %' 8(|)| } { _C(S)i;a } _E _28” sin(—2a) (3.135)

Le point(g,y/2) parcourt un cercle de centf85£ 0) et de rayort! 88 Lorsque I'angle

a varie de 0 ar, le point décrit complétement le cercle. Les directions angulaires pour les-
quelles les distorsions angulairgssont extrémales sont données pat 11/4 eta = 3r/4.
Ces directions correspondent aux bissectrices des directions principales.

10. Ceci sera clair lorsque nous verrons le concept de contraintes et de comportement élastique.
11. On suppose que l'ordre des valeurs propres est ted,quie;
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[0}
A

b

%
e I

N ot

Fic.3.8—-

3.9.5 Dépouillement d’une rosette en extensomeétrie

Pour connaitre les déformations dans le plan d’'une surface qui se déforme, on peut coller
sur cette surface une rosette. Une rosette, constituée de trois jauges de déformation, mesure les
allongements relatifs dans trois directions différentes du plan, soR,3d#&r les rosettes dite a
45° ou a 60, pour les rosettes dites a%®oir figure 3.9.

Une jauge de déformation, figure 3.10, peut étre assimilée a une résistance métallique consti-
tuée d’'un fil rectiligne tres fin, que I'on colle sur la surface de la structure étudiée. On transmet
ainsi au fil les déformations de la structure, d’ou une variation de sa longueur, qui produit une
variation de sa résistance. Cette variation est mesurée a l'aide d’'un pont de Wheatstone. On peut
ainsi obtenir avec précision lI'allongement relatifdans la directiox de la jauge.

A partir degg, &, eteg, il est possible de trouver les déformations propres et vecteurs propres
dans le plan. Notorng, I'angle que fait la jauge dans la directi@mpar rapport au vecteur propre
(inconnu)g : I'allongement relatifg, dans la directiod est donné par (3.134) :

& +E&1 & —¢
€a= 'J; S > ! cog2a) (3.136)
De méme, sit est 'angle de la rosette, on a

E+en  &—¢&

& = > + > cosda+aq) (3.137)
g = 8';8”+8'_28” cosZa-+ 2a) (3.138)

Pour résoudre ces trois équations & trois inconnues, on psefaStl etr = £5EL. Pour

la rosette a 4% on a

€a = d+rcog2a) (3.139)
&y = d+rcog2a+T11/2) (3.140)
g = d-+rcog2a+m) (3.141)
d’ou on tire
_ Eaté&c 1 5 5 _ &—d
d= 5 r_ﬁ\/(sc—sa) + (€a+&c— 28p) tanZH_Sa_d (3.142)
Pour la rosette a 80on a

€a = d+rcog2a) (3.143)
&y = d-+rcog2a-+2m/3) (3.144)
€& = d+rcog2a+4m/3) (3.145)
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g b

60
60

Q|

Fic.3.9-

A 6 —
b
45°
45
~a
d’ou on tire
d _ €a + Sb + Ec
N 3 3

Enfin, & partir ded etr, on obtient

g =d+r

V3E =B 5946

1
r=—\/(Zsa—eb—ac)2+3(sc—sb)2 tanza:?s g
o

gn=d—r (3.147)
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Chapitre 4

Lois de bhilan

Nous venons d’introduire le bagage permettant de décrire la cinématique d’un milieu continu.
Pour résoudre un probléme concret de mécanique des milieux continus, il faut trois types
d’équations:

— Les équations de la cinématique que nous venons de Voir;

— Les lois de bilan, objet du présent chapitre ;

— Laoules lois de comportement du milieu (siil y a plusieurs matériaux en présence). Dans
ce cours, nous verrons en détail un comportement particulier qui est le comportement
élastique.

Les lois de la physique classique sont d'un type général que I'on appelle loi de bilan. Ces
lois ont été obtenues par I'expérience et ne sont jamais mises en défaut si I'on reste dans les hy-
pothéses de la physique classique a savoir vitesse faible devant la vitesse de la lumiere et taille
“raisonnable” du systéme. Ces lois sont également toujours vérifiées quel que soit le milieu : so-
lide, fluide ou gazeux. Vu la généralité de ces lois, elles sont souvent appelées lois universelles.
Par contre, les lois de comportement comme le nom l'indique dépendent du milieu considére et
ne sont donc pas universelles.

Quatre lois de bilan sont & notre dispositton

— la conservation de la masse;

— le bilan de la quantité de mouvement;

— le bilan du moment cinétique ;

— le bilan de I'énergie.

La loi de bilan de la quantité de mouvement introduit une quantité centrale en mécanique
qui est la contrainte. Compte tenu de I'importance de cette quantité, un chapitre complet lui est
dedie.

4.1 Forme globale des lois de bilan

Avant de décrire en détail chacune des quatres lois de bilan, nous allons d’abord étudier le
caractére général d’une loi de bilan. Ce bilan s’applique & tout dorasimtérieur au domaine
v étudié®. Nous supposerons ici pour fixer les idées que les domaiees sont tridimension-

1. Ces quatre lois sont les lois utiles pour la mécanique. D'autres lois existent pour I'électromagnétisme comme
la loi de conservation de la charge électrique.

2. Le domaine est noté et nonV car on s’intéresse au domaine actuellement occupé par le milieu et non
initialement occupé par le milieu.

3. Nous suivons ici la présentation de [5].
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Fic.4.1-

nels, figure 4.1. Toute loi de bilan s’écrit :

g/ﬂlolv:/ ads-l—/Adv 4.1)
dt Jo 0w ®

Le symbole% désigne la dérivee matérielle déja introduite section 3.4,ed, a sont trois
grandeurs associées dans I'énoncé de la loi.

Tout d’abord,4 est la densit&olumiquede la quantité a laguelle on s’intéresse. Ensuite,
est le taux de densigurfaciquerecu a travers la surfa@eo. Enfin, A est le taux de production
volumique de la quantité d’'intérét. Nous supposeronsogest une fonction d’une part du point
X considéré sur la surfa@o et d’autre part du vecteur unitaire de la normale extéridira,
cette surface eR. Nous écrirons dona(X,fit). La relation (4.1) s’interpréte comme suit: ce
gue I'on fournit en volume dan® ou a travers la surfacgw, membre de droite, sert a faire
varier la quantité d’intérét, membre de gauche. Voila pourquoi une relation de type (4.1) est
appelée loi de bilan : tout ce qui est fourni sert a faire varier la quantité.

Il est important de noter que la dérivée intervenant dans le membre de gauche est une dérivée
matérielle, c’est a dire que I'on s’intéresse a la variation d’'une quantité en suivant un ensemble
donné de matiére. Le domainese déplace mais contient toujours les mémes particules. C’est
un domaine matériel. Donc, aucun flux de matiere ne travkeose

La table 4.1 donne la signification mécanique des quandiés, A pour les quatre lois de
bilan. On note que ces quantités sont scalaires pour la conservation de la masse et le bilan de
I'énergie et vectorielles pour les deux autres lois. Lorsgque 0 et A = 0, on parle de loi de
conservation plutét que de bilan. C’est le cas de la conservation de la masse.

4.2 Forme locale des lois de bhilan

Les lois de bilan ont été formulées ci-dessus pour n'importe quel domaine matédette
forme des lois de bilan offre une interprétation physique intéressante. Par contre elle n’est pas
propice a la résolution analytique ou numérique de problémes concrets. Pour cela, il nous faut la
forme dite locale des lois de bilan qui va donner un ensemble d’équations aux dérivées patrtielles.
Pour passer de la forme globale a la forme locale, nous allons jouer sur le fait que la loi de
bilan (4.1) est valable pour tout domaigeSi nous arrivons a transformer (4.1) et I'écrire sous
la forme::

“quelque chosedv=10 YwCv (4.2)

w
nous pourrons en déduire

“quelque chose= 0 en tout poinK dev (4.3)
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Lois de conservation de la masse

g f.pdv=0

A=p masse volumique
Loi de bilan de la quantité de mouvement

g [ pvdv= [5,Tds+ [, fdv

2= pv guantité de mouvement volumique
a=T force surfacique
A=f force volumique
Loi de bilan du moment cinétique
& [ XApvdv= [y, XATds+ [, XA fdv
4=3A pv moment cinétique volumique
a=xAT moment des forces surfaciques
A=3nT moment des forces volumiques
Loi de bilan de I'énergie
& [ople+3v-vdv= fo,(q+T - W)ds+ [ (r + f-V)dv
A =p(e+ %V- V) énergie volumique totale
énergie interne volumiquepe + énergie cinétique%pv v
a=q+T-V densité surfacique du taux de chaleur reqye:
et puissance fournie par les forces surfaciquies
A=r+f.v source volumique de chaleur:

et puissance fournie par les forces volumiquésy

TAB. 4.1 —Signification des quantitéq, a et A, pour les quatre lois de bilan de la mécanique
des milieux continus.
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En effet, si I'intégrale d’une quantité sur n'importe quel domaine est nulle, cette quantité est
nulle partout.
Pour mettre la loi générale de bilan (4.1), rappelée ci-dessous

g/ﬁldv:/ ads+/Adv (4.4)
dt Jo 0w w

sous la forme (4.2), il faut d’'une part faire rentrer la dérivée sous le signe intégrale et d’autre
part transformer I'intégrale de surface en une intégrale de volume.

Le théoreme dit de transport ci-dessous va nous permettre de faire passer la dérivée sous le
signe intégrale. Il est important de remarquer que le domaisar lequel on integre dépend
du temps (il suit un ensemble donné de particules). On ne peut donc simplement permuter les
signes dérivée et intégrale.

Théoréme 4.1 Si 4 est une quantité scalaire, nous avons les égalités suivantes :

d 04
— = — v-i 4.
dt/wﬁldv /w > dv+/awﬁl ds (4.5)
= /(a—/qudiv(ﬁN)) dv (4.6)
o\ Ot
= /(dﬁ—i—ﬂdivv) dv 4.7)
o \ dt
Si 4 est une guantité vectorielle, nous avons les égalités suivantes:
d [- 04 .
a/m,qolv = | Srdv+ | A@-mds (4.8)
— / <a—ﬂ+div(ﬁ®V)> dv (4.9)
w\ ot
_ / <d—“q+§tdivv> dv (4.10)
o\ dt
Pour démontrer ce théoréme, écrivons la dérivée comme une limite, illustrée figure 4.2.
lim At )dv— / axt dv) 411
im o ([, asdv- [ a (4.11)
Trois zones apparaissent sur la figure 4.2. La limite (4.11) peut se réécrire :
. AXt) — A(Xt) . 1 ,
fim [ZE =Sy +m [ ARy (4.12)
. 1
— lim —A(Xt)dv (4.13)

t—tJin t'—t
L'intégrant du premier terme ci-dessus n’est autre que la dérivée eulériefhe de

, —
im AXt) ,‘Zl(i,t)dvz 0A4(Xt) (4.14)
t/—t t—t ot

Alalimite t’ —t, le domaingl) coincide aveev. Le premier terme de (4.13) nous donne donc

le premier terme du théoréme :

04
S (4.15)

4. 'étudiant intéressé pourra par exemple se reporter a [5] pour une démonstration mathématique rigoureuse.
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M (t+ At

FIG. 4.2 -
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Il nous reste a obtenir le second terme du théoréme. Un élément de vilaeé! ! ), hachuré
figure 4.2, s’écrit au premier ordigv = V-Adgt’ —t). De méme un élément d¢ll ) s'écrit
dv= —v.-ndgt’ —t). Ainsi, la limite (4.11) est égale a

/ 04+ [ av-rds (4.16)
w ot ow
ou 04
/ 91 | div(av)dv (4.17)
o ot

en utilisant la formule de Green-Ostrogradski, (2.45). Finalement, pour démontrer la derniere
partie du théoreme, on utilise la relation entre dérivée lagrangienne et eulérienne, (3.12), et la
formule de la divergence d’un produit, (2.70):

%—’? +div(av) = %—? +gradq - V+ Adivv (4.18)
_ %ﬂ + 4divv (4.19)

La version vectorielle du théoreme de transport se démontre de maniere similaire. Il nous reste
maintenant a transformer l'intégrajg, adsen une intégrale de volume. Pour cela nous dispo-
sons du théoreme suivant:

Théoréme 4.2 Le taux de densité surfaciqueX.t,fi) apparaissant dans la loi de bilan est
linéaire dans la normaldi. Il existe, donc un vecteaitel que:

a(Xt,i) = a(Xt) - A (4.20)

On en déduit par la formule de Green-Ostogradski les égalités suivantes:
/ ads= [ a-fids= / divadv (4.21)
0w 0w W

Si le taux de densité surfacique est un vectie(¥t,n), ce vecteur est linéaire dans la nor-
malefi. Il existe donc un tenseur du second ordrel que

G(%t,n) =aXt) i (4.22)

et on en déduit par la formule de Green-Ostogradski :
/ Gds— / a-Ads— / divadv (4.23)
ow ow W

Pour démontrer 'existence du vectediet tenseui@, on considére un triedre dont trois
faces sont orthogonales et orientées selon les axes, figure 4.3. Les normales extérieures aux
guatre faces du triedre sonB;,—&,—8&; etni. Le volume du triedre est noths et les aires des
surfaces sont notéels;, ds, ds;, etds

En écrivant la loi de bilan sur ce triédre nous obterfans

0=oa(—8&)ds+a(—&)ds+a(—&)dss+a(i)ds+ Adv (4.24)

5. le membre de gauche de la loi de bilan a été omis. Il se révele en effet négligeable lorsque I'on fait tendre le
triedre vers un point. Il en sera de méme pour le terme sd\irce
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FIG. 4.3 -
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On a seulement écrit explicitement la dépendance dens la normale. La dépendance dans la
position a peu d'importance puisque nous prendrons la limite pour un triedre tendant homothé-
tiquement vers un point.

Nous avons les relations géométriques

ds =8;,-Ads ds =8,-fids dsg =83 -nds (4.25)
et la relation ci-dessous que nous justifierons plus tard
a(—n) = —a(n) (4.26)
Donc dv
0= —0(8)& i~ a(B)8 - A—a(&)8s ita() + A (4.27)

En effectuant maintenant le passage a la limite pour le triedre tendant homothétiguement vers
un point, on obtient :

a(f) = (a(BL)8r +a(E)8 +a(Es)8s) i (4.28)
a
La démonstration pour une quantiéectorielle est similaire, on a:
0= (&) (1)~ (&) (&)~ G(&)(E- ) +A(M +AG. (429
et le passage a la limite donne
(M) = (0(&) © 81+ (8) & + (&) ©&) 7 (4.30)

a

Il nous reste a justifier la relation (4.26). Considérons figure 4.4, un dormainastitué de deux
sous-domaines notég et wyp et écrivons la loi de bilan pour chacun de ces trois domaines:

E/,‘Zldv = / uds+/Adv (4.31)
dt Jw ow w
9/ 24y = / ads+ [ a(ds+ [ Adv (4.32)
dt w1 o or w1
d / adv — / ads+ [ a(—m)ds+ / Adv (4.33)
dt Juw, a0y ar )
En soustrayant (4.32) et (4.33) de (4.31), il reste :
/(a(ﬁ)+a(—ﬁ))ds:0 (4.34)
ar

Cette relation devant étre vraie pour tout domairet donc pour toute surfade il vient (4.26).

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la loi de bilan générique sous forme locale. En
effet, en utilisant les théoremes 4.1 et 4.2, la forme globale :

d / Adv= / ads+ / Adv (4.35)
dt w 0w w
devient .
/ (—+div(ﬂm) dv— / divadv+ / Adv (4.36)
(V] at W w
d’ou on tire la forme locale : 34
5 +div(A4V) =diva+A (4.37)

Le tableau 4.2 reprend les formes globales et locales des quatres lois de bilan ainsi que la
signification des quantitébet a.
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DO
T r
n n 0
2
do, dO,
Fic. 4.4 —

Lois de conservation de la masse

& [,pdv=0

forme locale %t—p +div(pV) =0
2+ (pvi)i=0
Loi de bilan de la quantité de mouvement

4 [ pvdv= [5, Tds+ [, fdv

a=a tenseur des contraintes
forme locale 9V div(pVe V) = diva +
L+ (pvivy),j = Gij, + f
Loi de bilan du moment cinétique
4 [ XApvdv= [y, XATds+ [, XA fdv
a=xXA0
forme locale S(XA V) +div((XApV) @V) = div(XAT) + KA T

%(Sijkxj PVi) + (&ijkXjPViVi ) | = (&ijkXjOk1) | + EijkX] fi
Loi de bilan de I'énergie

G Jop(e+3V-V)dv= fo,(q+T - V)ds+ f,,(r + f-V)dv

d=—-G4+v-0 g est le vecteur courant de chaleur
forme locale g (p(e+ 3V-V)) +div(p(e+ 3V-V)V) = —dTvq+.div(V-5) +r4f.v
2 (p(e+ 3vivi)) + (p(e+ 2vjviVi)j = —ai +div(viaij) | +T + fiv

TAB. 4.2 —Formes globales et locales des lois de bilan
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4.3 Conséguences des lois de bilan

4.3.1 Conséquences de la conservation de la masse

La loi de conservation de la masse s’écrit sous forme locale

9
a_f +(pv)i =0 (4.38)

Cette équation est appelééquation de continuitéElle est écrite en variables eulériennes. Par
exemple, sil'on étudie I'écoulement sanguin dans un troncon de 10 cm d’une artere, cette équa-
tion doit étre vérifiée en chaque point de 'artere. Il existe une forme lagrangienne de I'équation
de continuité qui s'écrit

PXHIX ) = po(X.t) (4.39)
ol po est la densité initiale de la particule Pour rappel est le Jacobien de la transforma-
tion, (3.76), -

J(X,t) = detF (X t) (4.40)

Il donne le changement de volume de la particilé’équation (4.39) nous dit simplement que
la densité est inversement proportionnelle au changement de volume. Pour reprendre I'exemple
de I'écoulement sanguin, I'équation lagrangienne (4.39) doit étre vérifiée pour chaque goutte de
sang que I'on suit dans son écoulement alors que I'équation eulérienne (4.38) doit étre vérifié en
chaque point fixe de I'écoulement. Il est clair que pour I'étude de I'écoulement dans un trongon
donné, I'équation eulérienne est plus simple a utiliser. Par contre, pour modéliser un probleme
de crash de voiture, on préférera I'équation lagrangienne car on connait le domain&/initial
mais pas forcément le domaine fivajui est une inconnue.

La conservation de la masse permet de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 4.3 Soit 4 une quantité quelconque (scalaire, vectorielle ou tensoriellep eh
domaine matériel quelconque, la conservation de la masse implique I'égalité suivante

d d4a
a/wp,‘zldoo_/wpadw (4.41)

Pour démontrer ce théoréme, servons-nous successivement
— du theoréme de transport 4.1 en remplacamiarp4 ;
— de I'équation locale de la conservation de la masse (4.38) ;
— et enfin de la relation entre dérivées lagrangienne et eulérienne.

Il vient
%/p,qdv — /(%eriv(pﬂm) dv (4.42)
= /p(%q+div(ﬂV))+ﬂl(%—?+div(p\7’))dv (4.43)
da
_ /w pdv (4.44)

La démonstration pour une quantité vectorielle ou tensorielle est similaire.
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4.3.2 Conséquences de la bilan de quantité de mouvement

La bilan de la quantité de mouvement s’écrit sous forme locale
opVi
ot

Ces équations sont appeldes équations du mouvemerles sont écrites en variables eulé-
rienne$.
Dans le cas ou le systeme est en équilibre (absence de mouvement), elles se réduisent a

+(pvivj),j = ij j + fi (4.45)

cijj+fi=0 (4.46)
diteséquations d’équilibreEn écrivant au premier membre de (4.45)
opvi av; 0p
St =PtV et (Pvivi)j =Vi(pv),j+ VM (4.47)
et en tenant compte de I'équation de continuité (4.38), on obtient
ov
P(a—t'JrVi,jVj) = Gij,j + i (4.48)

Le priamier membre de (4.48) n'est autre gag—= p% ou & désigne I'accélération de la parti-
cule X, voir (3.18). Si bien que I'on peut écrire aussi

dv
pay = P = 0ij j+ i (4.49)
Les équations (4.49) représentent une généralisation de I'’équation fondamentale de la dy-

namique du poinF = ma. Cette analogie sera suivie en détail au chapitre 5.

4.3.3 Conséquences de la bilan du moment cinétique

Exploitons maintenant les équations de bilan du moment cinétique rappelées ci-dessous

0
E(Eijkxj PVi) + (EijkXjPViVI ) 1 = (&ijkXjOki) | + Eijk X fi (4.50)

Sachant qu%XTj =0,Xj, = 9j, etegxwv, =0ona

0
€ijkXi E(pvk) + €k Xj (PVIVI) | = E€ijkXj (Ok11) + Eilk Ot + EijkXj T (4.51)
En se servant de I'équation du mouvement, (4.45), il reste
EilkOk =0 (4.52)

En développant cette expression, on obtient trois relations

€123032+€132023=0 = 032=023 (4.53)
€231013+€213031=0 = 013=031 (4.54)
€312021+€321012=0 = 021 =012 (4.55)

Ces relations montrent que, quels que soiett,
Gij = Jiji (4.56)

La bilan du moment cinétique implique donc la symétrie du tenseur des contraintes.

6. La forme lagrangienne de cette équation est plus complexe et ne sera pas introduite dans ce cours.
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4.3.4 Conséquences du bilan de I'énergie

Le bilan de I'énergie donne sous forme locale

0 1 1 :
a(p(eJr évivi)) + (p(e+ EVjVj)Vi),i = —0i; +div(viaij) j +r + fiv (4.57)
Cette équation peut étre grandement simplifiee en la combinant avec le bilan de la quantité de
mouvement (4.45). |l reste

oe
p(aJre,iVi) =—Qii+r+0jjVi (4.58)

Cette équation a une interprétation simple : la variation de I'énergie interne est due a la puissance
des efforts intérieursa(; v; j) et a un apport de chaleur (volumiquet par conductiomj; ;).
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Chapitre 5

Le tenseur des contraintes

Le concept de contrainte joue un rdle central en mécanique. Selon le type d’ouvrage, ce

concept est introduit de trois maniéres différentes :

— introduction par le biais de la loi de bilan de la quantité de mouvement tel que cela a
été fait au chapitre 4. Cette présentation a le mérite d’étre rapide et d’étre reliée aux
lois universelles de la physique. Par contre, elle occulte la signification mécanique des
contraintes;

— introduction par une extension des concepts de la mécanique des solides indéformables;

— introduction par la puissance intérieure et le principe des travaux virtuels, cette maniére
d’introduire la contrainte est intéressante car elle met en évidence la relation entre effort
et mouvement.

Il est difficile de décider, parmi ces différentes présentations celle qui est la plus pertinente.
Nous avons donc décidé de les présenter toutes dans ce cours. Ces différents éclairages devraient
permettre a chacun selon son baguage de trouver la présentation initiale qui lui parle le plus et
ensuite de cerner les autres présentations.

5.1 Introduction du tenseur des contraintes par extension de
la mécanique des solides indéformables

Le mouvement d’un solide indéformable est complétement déterminé des que I'on connait a
chaque instant deux vecteurs: la force résultante et le moment résultant appliqués sur le solide.
En effet, la position du solide est définie par deux vecteurs également (la position de son centre
de gravité et la rotation autour de ce centre de gravité) et le principe fondamental de la dyna-
mique permet de relier la force résultante au déplacement du centre de gravité et le moment
résultant a la rotation autour du centre de gravité.

Dans le cas d’'un milieu déformable, deux choses importantes vont changer :

— la position du milieu n’est plus définie par deux vecteurs mais par une infinité de vecteurs

(on parle alors de champ de vecteurs) : il faut connaitre a tout instant la positbagige
point matériel ;

— la position n’étant plus définie par deux vecteurs mais une infinité de vecteurs, les deux
equations que donnent le principe fondamental pour les solides indéformables ne vont
plus suffirent. En effet deux équations vectorielles ne peuvent prédire le mouvement d’'une
infinité de particules! Il va falloir autant d’équations du mouvement qu'il y a d'inconnues
soit une infinité (on parle alors d’équations aux dérivées partielles). Il va falloir écrire les
éguations du mouvement dhaqueparticule de matiére.

Le premier point est clair et a déja été détaillé au chapitre 3 sur la cinématique d’'un milieu

continu.
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FIc.5.1-

Concernant le second point, nous allons isoler par la pensée un petit élément de matiere
guelconquealv et écrire le principe fondamental. Quels sont les efforts qui agissent sur ce petit
élément de matiere? Il y a des efforts volumiques a longue portée comme la gravité. Si on note
f la force par unité de volume (par exemgle- pg), la force totale agissant sdw est fdv.

Ensuite, il y a des forces de surface appliquées sur la surface extériedweRirir caracteé-
riser ces efforts, il faut considérer deux cas : soit le domaine élémedtagst completement a
I'intérieur du milieu, soit il est en surface du milieu. Dans le premier cas, les efforts de surface
viennent des particules voisines. Par exemple, lorsqu’un pneu est comprimé sur la route, une
particule de caoutchouc a I'intérieur du pneu est comprimée par ses voisines et subit donc une
force (et par le principe de 'action-réaction la particule agit également sur ses voisines).

5.1.1 Volume élémentaire au sein du milieu

Prenons un domaine élémentaineen forme de cube aligné selon les axes, figure 5.1. Nous
avons noté~ la force appliquée & la face de normale extériguret parlfl’, la force appliquée
a la face de normale extérieureg;. De méme pour les indices 2 et 3. Appliquons le principe
fondamental de la dynamique[6]. Ce principe impose I'égalité entre le torseur dynamique et le
torseur des efforts extérieurs. Dans un premier temps, nous écrirons I'équation du mouvement
en translation puis en rotation. La somme des forces appliquées au volume élémentaire doit étre
égale a la masse de ce volume fois son accélération. La magsb/ett est 'accélération du
centre de gravité du cube. Il vient

Fi+F+F+F+Fs+Fi+ fdv= pdvd (5.1)

La force Ifl’ se distingue de la forcE; par le fait qu'elle agit sur une facette d’orientation
opposée {&; et nong&;) et que de plus cette facette esberet nonx; + dx;. Pour bien mettre
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F(x1,x2,x3, —62 )=—F(x1,x2,x3, e2)

Fic.5.2 -

en évidence la dépendance des forces a la position et a I'orientation de la facette, nous écrirons

Fi = F(xi+dx,x2X3,81) (5.2)
Fi = F(xiX2.X3,— &) (5.3)
P = F(xaXe+dx,x3,&) (5.4)
|§‘2/ = ﬁ(X]_,Xz,Xg,—éz) (5.5)
R = Fluexs+dx,&) (5.6)
Fi = F(X1,X2,X3, — €3) (5.7)
Par action-réaction, nous pouvons écrire
F (x1,%2.X3, — 81) = —F (X1, %2,%3,81) (5.8)

En effet la force, ressentie par le volumhea travers la facette de normale; est 'opposée de
la force qu'appliqueadv sur son voisin a travers la facette de norn&leCette action-réaction
est illustrée sur la figure 5.2. Nous pouvons donc réécrire I'équilibre (5.1) sous la forme

F (X1 +dXq,X2,X3,81) — F (X1,%2,%3,81) + (5.9)
F(x1.% + 0%, X3,8) — F (X1,%2,X3,8)  + (5.10)
F(X1.%2. %3 + d%3,83) — F (X1.%0,%3,65) + fdv=pdvd (5.11)

Il nous reste a faire tendre le volume élémentdive- dx;dxdxg vers 0. En divisant (5.11) par
dvet en prenant la limite poutx;,dx,dxs — O, on obtient

af (X17X27X37é1)
0X1

af (X17X27X37é2)
aXZ

af (X17X27X37é3)
0X3

Nous nous sommes servi de la définition de la dérivée
F (X1 + dXq,X2,%3,81) — F (X1,X2,%3,61) OF (X1,X2,X3,E1)

_|_

_|_

+ f=pa

|' _ 5.12
a0 dxg 0% .
lim F(X17X2+dX27X37é2) — F(Xl’X27X3’é2) = aF(Xl,XZ;X37é2) (513)
fim dx 0Xo
i F (X1,X2,X3 + dx3,83) — F (X1,%2,%3,E3) _ R (X%, %3,85) (5.14)
im dxa 0X3
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et nous avons introduit la notation

F (X1,%2,%3,61)

m T 5.15
dX2,(IjX3—>O dX2dX3 (XlaX27X37él) ( )

- F (X1,X2,X3,6) .

M o dade 5.16
Xm,(Ijr)gHO XmdX3 (X17X27)%7é2) ( )
m M - f(xlax27x37é3) (5.17)

dx,dx—0  dxgdXxe

Le vecteurT est appelé vecteur contrainte. c’est la limite de la force divisée par la surface
d’'application lorsque cette surface tend vers 0. L'unitéTdest le Newton par métre carré
Nm~2, aussi appelé le Pasdza.

Ecrivons maintenant la seconde partie du principe fondamental de la dynamique a savoir
I'équation du mouvement en rotation. Le moment résultant appliqué sur le volume élémentaire
doit étre égal au moment d'inertie fois I'accélération angulaire. Evaluons I'ordre de grandeur
de ces deux termes. Si on natela dimension caractéristique du cube,

— le moment des forces surfaciques est d’oi@(ex®) car le bras de levier est @(dx) et

la force est proportionnelle a la surface dond¥dx?) ;

— le moment des forces de volume est@fdx*) car le bras de levier est éd(dx) et la

force de volume est proportionnelle au volume don©éax®) ;

— enfin, le moment d’inertie du volume élémentaire esO¢dx°).

Lorsque I'on fait tendre la taille du volume élémentaire vers 0, le seul terme qui importe est
donc le moment des forces surfaciques. Imposons donc que le moment résultant des forces
surfaciques soit nul

dx - dx o
71é1 A (dxedXaT (X + dxg,X2,%3,81)) — 716‘1 A (dxdXsT (X1,%2,X3, — 1)) +

d . d L
7)(2@2 A (dxadxaT (X1,%2 + dXp,X3,82) ) — 7)(2@2 A (dxdxsT (X1, %2,%3, — 82))  +

d - d - S
7)@@3 A (X dxT (X1,%2,%3 + dx3,83)) — 7)@’@3 A (dxd%T (X1, %2, %3, —&)) = 0
d’ou on tire, au premier ordre et en prenant en compte (5.8)
e AT (X1.X2.Xa.81) + & AT (X1,X2,%a,62) + 83 A T (X1,X2,%,63) = 0 (5.18)

5.1.2 Volume élémentaire en surface du milieu

Etudions maintenant le cas d’un volume élémentaire situé en surface du milieu. Prenons
comme volume élémentaire un triedre dont la face inclinée correspond a une partie de la surface
extérieure du milieu. Sur cette facette agit une fd¥oet sur les trois autres facettes des forces
F/, F; etF; comme illustré figure 5.3. L'équation de mouvement en translation s’écrit

F+F{+F;+F+ fdv= pdva (5.19)
En reprenant les arguments et notations utilisés dans le cas du cube, nous pouvons écrire
T(f)ds—T(&)ds,— T(&)ds — T(&)dss + fdv= pdva (5.20)

ouds est 'aire de la surface élémentaire de norngpket dsl’'aire de la facette inclinée. |l reste
a passer a la limite poutv — 0. On remarque que les termes ayant le volume élémemtaire
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comme facteur sont d’'un ordre supérieur aux termes ayant une aire élémentaire comme facteur.
De plus, on a

dsi =86 -Ads dg =8 -Ads dsg ==8;-nds (5.21)

A limite du triedre tendant homothétiquement vers un point, la relation (5.20) devient
TA) = TE)EM+T(E)(E A)+T(E)E ) (5.22)
= (Teyea+TE) ce+T@)ve)- i (5.23)

La relation ci-dessous doit étre comprise comme suit: le vecteur contrainte sur une facette
de normalei en un point dépend linéairement de I'orientation de cette normale. Les vecteurs

contrainted (&), T (&) etT (&) peuvent étre décomposés selon les vecteurs de base. On notera
oij la composantedu vecteur traction agissant sur la facette de nor@gale

T(@) = 01161 +0216 + 0316 (5.24)
T(€) = 01281+ 0208 + 03263 (5.25)
T(8) = 01381+ 0238 + 0338 (5.26)

En introduisant, ces décompositions dans (5.23), il vient

TA) = ( ouBL @8 + 01808 + 0138 © &+ (5.27)
0218 R 8] + 0228 Q& + 0238 R &+ (5.28)
03183 ® & + 03283 Q& + 03383 ® &) - i (5.29)

soit sous formes intrinseque et indicielle :

=3

TM=0-A T=ain; (5.30)

Le tenseur du second ordseest appelé tenseur des contraintes. Il regroupe les composantes des
trois vecteurs contraintes agissant sur les facettes normales aux trois vecteurs de base. La rela-
tion (5.30) indique que le vecteur contrainte agissant sur une facette d’orientation quelconque
est connu si 'on connait le tenseur contrainte en ce point et I'orientation de la facette. De plus
la dépendance dans l'orientation est linéaire. Insistons sur la signification mécanique des com-
posantes du tenseur des contraintes. La composgrést la force par unité de surface agissant
sur une la facette de normagdans la directiom. La figure 5.4 illustre cette signification. Bien
sar le tenseur des contrain@st en général différent en chaque painu milieu continu.

SiI'on combine I'équilibre en rotation (5.18) et I'existence du tenseur des contraintes (5.24-
5.26), on obtient:

8 N (01181 + 0218+ 03183) + (5.31)

& A (01281 + 0208 + 03283) + (5.32)

83/ (01381 + 0236+ 03383) = O (5.33)
d’ou on tire

012 =021 013=031 023=03 (5.34)

Autrement dit, le tenseur des contraintes est un tenseur symetrique. Sous formes intrinseque et
indicielle, on écrira .

0=0 Oij = 0jj (5.35)
Cette propriété de symétrie des contraintes est aussi appelée réciprocité des contraintes de ci-
saillement. Elle est illustrée sur la figure 5.5 qui représente deux facettes orthogonales au méme
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FIG. 5.3 -

Fic. 55—
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pointX. La composante 1 du vecteur contrainte agissant sur la facette de n@preatetgale a
la composante 2 du vecteur contrainte agissant sur la facette de n@male
Finalement, 'équation du mouvement (5.40), s’écrit en terme des contraintes::

0o 0o 0o
11 n 12 n 13

fi, = 5.36
0X1 ax2 0X3 th a1 ( 3 )
0021 0022 0023

fo = 5.37
o, + % -~ % +fa pay (5.37)
00 0o 0o

2 0ty = pag (5.38)

0X1 0Xo 0X3

Sous formes intrinseque et indicielle, les relations s’écrivent :

divo+ f = pa aij,j+ fi =pay (5.39)

5.2 Introduction du tenseur des contraintes par le principe
des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles est une formulation intégrale équivalente aux équations
locales (5.39) et (5.30).

Le principe des puissances virtuelles intervient également en mécanique des solides indéformable
ou il est équivalent au principe fondamental de la dynamique. Ce principe s’énonce comme suit:
la puissance virtuelle des quantités d'accéléradi@f est égale a la différence des puissances
virtuelles des efforts extérieud®® et intérieurd?' quelque soit le champ de vitesse virtuelle
ov:

3P =3P — 3P VO (5.40)

Ce principe reste le méme en mécanique des milieux continus mais la définition des dif-
férentes puissances doit étre revue. Certains ouvrages [6, 7] écrivent le principe des puissance
virtuelles commedP2 = 3P+ &P' car une convention de signe opposée est choisie dans la
définition de la puissance intérieure. Nous avons opté pour la forme (5.40), tres prisée chez les
anglo-saxons, car elle permet d’interpréter plus facilement les transferts de puissance, comme
nous le verrons a la section 5.2.2 et dans le chapitre sur la thermodynamique et les lois de
comportement, chapitre 8.

5.2.1 Définition des puissances virtuelles

La puissance virtuelle des quantités d’accélération s’écrit
52 — / 0d. SVdv (5.41)
Vv

ou oV est un champ de vitesse virtuelle c’est-a-dire un champ de vitesse quelconque a I'instant
considére. La puissance virtuelle des efforts extérieurs fournie via le volume ou via la surface
extérieure :

5P° = / f.ovdv+ [ T-dvds (5.42)
% ov

La puissance virtuelle intérieure s’écrit

5P = / 5 D(v)dv (5.43)
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ou le taux de déformation virtuelle est donné par (voir section 3.8)
D(V) = %(g?cﬁw (grachv)") (5.44)

C’est sur le signe devant I'intégrale (5.43) que les ouvrages divergent. Ici, nous avons choisi
le signe +. L'expression de la puissance intérieure ci-dessus permet de démontrer le théoréme
suivant

Théoréme 5.1 Le principe des puissances virtuelles:

3P =3P 3P WOV (5.45)
est équivalent aux équations locales (5.39) et (5.30), rappelées ci-dessous
dvo+ f=pasurv G-A=T surdv (5.46)
Pour démontrer ce théoréme, transformons I'expression de la puissance virtuelle intérieure :
57 — /V G:D(V)dv = /v oi %(5\4, (+8v;.)dv (5.47)
= //0ij6Vi7jdV (5.48)
= /V(oijévi)J — ajj,jovidv (5.49)
= /(9V0ijnj6VidS—/loij’j6VidV (5.50)
_ /a JCRURZES /V diva - sudv (5.51)

Pour obtenir (5.48), nous avons utilisé la symétrie du tenseur des contraintes et pour (5.50) le
théoreme de Gauss-Ostrogradski (2.46). Le principe des puissances virtuelles s’écrit maintenant

/ 0@ &Vdv— / 7. sudv-t / (T —5-1) - 5vds+ / dva.tdv VoV (5.52)
\% \% ov \%

En jouant sur le caractére arbitraire de la vitesse virtuelle, on obtient (5.46), ce qui conclut la
démonstration du théoreme.

5.2.2 Théoreme de I'énergie cinétique

Le théoreme de I'énergie cinétique s’obtient en appliquant le principe des puissances vir-
tuelles au mouvement réel c’est-a-dire en pogdnt V.

Théoreme 5.2 La variation de I'énergie cinétique du systéme est égale a la somme des puis-
sances intérieures et extérieures du systéeme:

dK_ pe_gp :/F-Vdv+ f-Vds—/ﬁ:ﬁ(V)dv (5.53)
dt v v v

ou I'énergie cinétique est donnée par
1
K :/—pV-Vdv (5.54)
v2

Le seul point a justifier pour la démonstration est le passage de la puissance des quantités
d’accélération a la dérivée de I'énergie cinétique, a savoir I'égalité

d r1
/vpa-Vdv_ a/vépv-v@w (5.55)
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Cette égalité provient du théoréme 4.3 et de

1d(v-v)
- _g.3 5.56
> dt (5.56)
SiI'on écrit le théoreme de I'énergie cinétique sous la forme
K .
P = da + ' (5.57)

on obtient une interprétation mécanique intéressante de ce théoreme: la puissance extérieure
fournie a un milieu continu se transforme pour partie en mouvement (variation de I'énergie
cinétique) , et pour partie en déformation. La puissance intérieure est reliée a la déformation
du milieu car elle fait intervenir le taux de déformatibnOn peut montrer que si le milieu se
déplace de maniére rigide, la puissance intérieure est nulle (car le taux de déformatbn
identiguement nul en tout point).

Considérons différents cas:

— Si le milieu est indéformable, la puissance intérieure sera toujours nulle (excepté si plu-
sieurs corps indéformables interagissent[6]) auquel cas toute la puissance extérieure four-
nie sert a mettre en mouvement le corps. C’est le cas d’'une boule de billard suite a I'im-
pact de la queue. L'impulsion fournie est transformée en mouvement et aucune déforma-
tion n’apparait;

— Le second cas limite est celui ou toute la puissance extérieure fournie est transformée
en puissance intérieure sans changement de I'énergie cinétique du milieu. Imaginons une
balle en caoutchouc comprimée lentement dans les doigts d’'une main. La puissance ex-
térieure fournie se transforme en déformation et tres peu en énergie cinétique ;

— Le cas le plus fréquent est celui dans lequel la puissance extérieure est transmise a la fois
sous forme de variation de I'énergie cinétique et de déformation. C’est le cas dans un
crash voiture, les modifications d’énergie cinétique et les déformations mises en jeu sont
toutes deux importantes ;

— En conclusion, la répartition entre mouvement et déformation dépend de la rapidité avec
laguelle la sollicitation est appliquée et la capacité ou non du milieu de se déformer faci-
lement.

Notons finalement que dans le cas des solides indéformables, la puissance intérieure n’intervient
gue par le biais de ressorts placés entre les corps ou dans les relations de contact-frottement.

5.2.3 Ladualité en mécanique

Il est intéressant de comparer I'expression de la puissance extérieure pour le point matériel,
le solide indéformable et le milieu continu. Dans la mécanique de point matériel, la cinématique
est complétement définie par un seul vecteur: la position du point au cours du temps ou sa
vitesseV. Concernant, les efforts, il n'y également qu’un seul vecteur capable de faire évoluer
la position du point : la résultante des foréeau point considéré. La puissance développée par
cette force dans la vitesse est donnée par le produit scalaire :

P =R.V (5.58)

Passons maintenant a la mécanique des solides indéformables. La cinématique d’un corps
indéformable est complétement fixée par I'évolution dans le temps de deux quantités vecto-
rielles : la vitesse du centre de gravité du colset le vecteur rotation de ce corps autour de
son centre de gravit@ol. Quels sont maintenant, les efforts permettant de faire évoluer cette

1. Les notations sont en accord avec le polycopié de mécanique des solides[6].
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cinématique? Et bien ce sont deux vecteurs également! Le premier est la résultante des forces
Rappliquées sur le corps @&t le moment résultant calculé par rapport au centre de gravité. La
puissance développée par les efforts dans le mouvement s’écrit :

P = RV, + Mo Qo (5.59)

Passons maintenant a la mécanique des milieux continus. La cinématique est donnée par un
nombre infini de paramétres : la vitessen chaque point du domainé. Les efforts possibles
peuvent étre également infiniment variés : il a des forces volumitjue chaque point et des
forces surfaciques:, en chaque point de la surface. La puissance extérieure développée est une
intégrale

P :/F-Vdv+ E.vds (5.60)
Y ov

Les équations (5.58), (5.59) et (5.60) donnent I'expression de la puissance extérieure pour
des cinématiques de plus en plus riches (du point matériel au milieu continu en passant par le
solide indéformable). Ces trois puissances s’écrivent comme un produit entre quantités cinéma-
tiques et effort pour donner chaque fois un scalaire. C’est ce que I'on appelle une dualité. Mettre
deux “espaces” en dualité, c’est simplement définir un produit qui pour un couple quelconque
composé d’'un élément du premier espace et un élément du deuxiéme espace rend un scalaire.
La puissance met en dualité I'espace des vitesses et celui des efforts. Nous nous sommes inté-
ressé a la puissance extérieure mais des conclusions similaires sont obtenues avec la puissance
intérieure ou des quantités d’accélération.

5.3 Propriétés locales du tenseur des contraintes

5.3.1 Contrainte normale et contrainte de cisaillement

Soit, 0, le tenseur des contraintes en un poitu domaine. Ce tenseur permet de donner
pour toute facette de normale unitairg)e vecteur contrainte agissant sur cette facette.

all

T=0-n (5.61)
Ce vecteur peut-étre décomposé en une composasddn la normale et un vecteur tangentiel,
T, a la facette

T=o0on+1 (5.62)

La contrainte normale et la contrainte de cisaillement se calcule comme suit & partir de
o=T- t=T-on (5.63)

On peut également décomposer la contrainte de cisaillement selon son metlséedirection

t:
T =of+1 (5.64)
Cette décomposition est illustrée sur la figure 5.6. Par définiipeut étre de signe quelconque
alors quert est toujours supérieure ou égal a zéro puisqu’il s’agit du modufe &®ur une
facette donnée, on distingue différents cas:
— Si o > 0 on dit que la facette est en traction, en effet le vecteur contrainte “tire” sur la
facette puisqu’il est dirigé selon la normale a la facette ;
— Sio < 0 on dit que la facette est en compression, en effet le vecteur contrainte “pousse”
sur la facette ;

2. Ne pas confondrele domaine actuel occupé par le miliewea vitesse en chaque point de ce milieu.
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FIG. 5.6 —

— SitT =0, on dit que la facette est soumise a de la traction pure £s0) ou de la com-
pression pure (85 < 0);

— Sio =0 ett # 0 on dit que la facette est soumise a du cisaillement pur;

— Sio=0ett =0 ondit que la facette est libre (ou non chargée).

5.3.2 Contraintes normales principales

Le tenseur des contraintes étant un tenseur symétriqgue d’ordre 2, nous savons (voir sec-
tion 2.8.6) qu'il existe une base privilégiée dite base propre (ou base principale) dans la-
guelle les composantes du tenseur forment une matrice diagonale. Cette base propre sera notée

(8,81,8n):

. g) 0 0
[6](5 B8 = 0 on O (5.65)
0 0 on

Les trois facettes dont les normales sont un des vecteurs de lg@a&geg ) ne subissent
aucun cisaillement et sont donc en traction ou compression pure. Par exenple; €, la
facette de normal@, est soumise a de la traction pure. Pour justifier le fait que les facettes
selong,g&, ou &; ne sont soumises a aucun cisaillement, il suffit de montrer que le vecteur
contrainte sur la facette, disoggs est bien aligné aves :

T=5.8=08 (5.66)

La relation ci-dessus est vraie puisgéieest un vecteur propre (voir la définition d’'un vecteur
propre en (2.37)).

5.3.3 Représentation des contraintes: le tricercle de Mohr

Les cercles de Mohr permettent de visualiser le tenseur des contraintes en un point sous la
forme de trois cercles. Plagons nous dans les axes propres et prenons une facette quelconque
de normaldai dont les composantes samt n;, ny; dans la base propre. Le vecteur contrainte
agissant sur cette facette est:

o O 0 ny o1n
Meaan=| 0 on 0 | =1 onn (5.67)
0 0 oapn iy o N
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GIII

FIG. 5.7 —

Les contraintes normales et tangentielles valent :

o = T-A=on+on +oyng (5.68)

T2 = f 11 — O'2 = (0’| n|)2+ (O'|| ny )Z—I— (O'||| Ny )2 — 0'2 (5.69)

Si I'on tient compte de la relation
n?+nf+nf =1 (5.70)
et que I'on résout (5.68), (5.69), (5.70) par rappant,ay;,ny;, on trouve

P = (on —0)(oy —0) 412 (5.71)
(on —ay)(om —0a)
(on —0)(0] —0) + T2
(om —ou)(o—on)
(01 —0)(oy —0) + 12
(o1 — o )(on —om)
Ces formules permettent de déterminer l'orientation de la facette sur laquelle agissent une
contrainte normal@ et une contrainte tangentielte Si I'on considére le cas d'un ensemble

de facettes telles qug = constante, la premiére équation (5.68) donne

na (5.72)

n, (5.73)

(o4 —0)(om —0) + 1= (n)?(oy — o) (o — 01) (5.74)
qui peut aussi s’écrire
(0—a)*+1* = R (5.75)
a = o -;Cﬂn (5.76)
2
RF = (n)?(ou—0i)(on —0y)+ (chm) (5.77)
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nm=cste

FiGc. 5.8 -
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Il s’agit de I'équation d’un cercle dans le plém,1) de centréa,0) et de rayorR,. En particulier

pour un ensemble de facettes d’agepour lesquelles, = 0, on obtient le cercle | tracé sur la
figure 5.8. Ainsi, lorsqu’on fait pivoter une facette autour de I'géxde point(o,1) représentant

I'état de contrainte sur cette facette, parcourt le cercle I. De maniere similaire, on trouve pour
des facette telles qug = constante

(O—a)’+7° = Ry (5.78)
a = 2 +20”' (5.79)
2
0 —0C
RE = (n||)2(0|||—0||)(0|—0||)+( ! 5 I”) (5.80)
ce qui donne le cercle Il lorsqug = 0. Enfin pour les facettes telles gng = constante
(—an)’+1* = Rj (5.81)
0 +0
ay = — > ! (5.82)
2
0 —0
Ri = (n|||)2(0|—0|||)(0||—0|||)+( ! 5 “) (5.83)

ce qui donne le cercle Il lorsqua; = 0. La construction de la figure 5.8 porte le nom de
“tricercle de Mohr”. Quelles que soient les valeursglen; etny;, on montre facilement que le
point (o,T) restera dans la zone hachurée.
— Siune des composantes de la normale est nulle, le fmintse trouve sur un des cercles;
— Si deux des composantes sont nulles (autrement dit la troisieme composante vaut 1) le
point (0,T) se trouve sur I'axe soit en(o,,0), (0y,0) ou (oy;,0). Par exemple, an =
ny =0 etny = 1, alors(o,t) = (0y1,0) ;
— D’apreés la figure 5.8, on trouve que le cisaillement maximal agissant sur une facette est

T=(0y—0om)/2 (5.84)

Sur cette facette = (0 40y ) /2. Eninjectantt eto dans (5.68) et (5.69), on voit que la
facette sur laquelle agit le cisaillement maximal est donnéedpamz, = 1/2 etn = 0.
La normale est donc la bissectrice des vectéues &, .

5.3.4 Etat plan de contrainte

Le tenseuid est un tenseur de contraintes planes dans lexglan
013=023=033=0 (5.85)

Tout vecteur contraintd sera alors situé dans le plag = 0. D’'une maniére générale, un
tenseuio est un tenseur de contraintes planes si, et seulement si, I'une des contraintes normales
principales (une des valeurs propres en bref) est nulle. Le plan des contraintes planes est alors
donné par la direction propre associée.

5.3.5 Tenseur des contraintes sphérigque

Un tenseur des contraintes est dit sphérique si ces trois valeurs propres sont identiques. Dans
ce cas, toutes les facettes ne sont qu’en traction ou compression pure selon le signe de la valeur
propre. Un liquide au repos (ou un fluide parfait méme en mouvement) est soumis en chaque
point a une tenseur des contraintes sphérique dont la valeur propre est 'opposée de la pression.
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5.3.6 Tenseur des contraintes uniaxial

Un tenseur des contraintes est dit uniaxial si deux de ses valeurs propres sont nulles. C’est
I'nypothese classique faite en chaque point dans une éprouvette mise en traction. La valeur
propre non nulle est dans ce cas la force appliquée divisée par la section de I'éprouvette.

5.3.7 Tenseur des contraintes de cisaillement simple

Un tenseur des contraintes est un tenseur de cisaillement simple si, et seulement si, I'une
des contraintes principales est nulle, les deux autres étant opposées.
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Chapitre 6
Théorie de I'elasticité linéaire isotrope

On s’intéresse a I'évolution d’un systéme mécanique qui, a partir d'un état initial non chargé
(les contraintes sont nulles en tout point) va atteindre un nouvel état d’équilibre sous I'action de
sollicitations extérieures. Ces sollicitations extérieures peuvent étre :

— des forces volumiques (par exemple la gravité ou des forces de Coriolis) ;
— des vecteurs contraintes appliqués en surface;

— des déplacements imposés en surface.

On se place dans les hypothéses suivantes::

— I'hypothése des petites perturbations est applicable : I'état final est trés proche de I'état
initial et le gradient des déplacements est faible ;

— les effets dynamiques ne sont pas pris en compte (on suppose que le chargement est
imposé lentement) ;

— le comportement du matériau est élastique isotrope.

6.1 Les équations

6.1.1 Lacinématique

L'hypothése de petites perturbations étant d’application, on ne doit pas distinguer le do-
maine initialV et le domaine final et on peut écrire toutes les équations sur le donmdident
la surface sera notég La partie de la surface sur laguelle des déplacenmignsent imposés
sera noté&,. Finalement, le point courant sera ngté

Les équations de la cinématique s’écrivent :

= %(gr:adj+(gr:adj)T) sur V (6.1)
= Ugsur S (6.2)

. mi

La premiére équation donne la relation entre déformation HPP et déplacement en tout point du
domaine. Cette équation est souvent appelée équation de compatibilité. La seconde équation
fixe les déplacements la ou ils sont imposés. Cette équation est souvent appelée condition limite
en déplacement. La figure 6.1 illustre différents types de conditions en déplacement.

Il est important de noter que sur la surfagetoutes les composantes du déplacements
peuvent étre fixées ou seulement quelques unes. Par exemple, si seule la composante 2 du dé-
placement est nulle si&, on écrira

up=0surS, (6.3)

L'expression générale (6.2) doit donc étre aménagée pour chaque cas. Il se peut également que
la surfaceS, doive étre décomposée en différentes partis,:Suo, - - -
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FIG. 6.1 —
6.1.2 Equilibre
Les équations d’équilibres’écrivent :
dvo+fy = OsurVv (6.4)
o-f = TgsurSr (6.5)
= :T
0 = 0 surV (6.6)

La surfaceSy est la partie de la surface extérieure sur laquelle des vecteurs contiiistrg
imposés. Les équations (6.4) et (6.5) découlent de la loi de bilan de la quantité de mouve-
ment et I'équation (6.6) découle de la loi de bilan du moment cinétique (symétrie du tenseur
des contraintes). Les autres lois de bilan (masse et énergie) n'apportent rien d’intéressant a la
formulation d’un probleme d’élasticité.

L’équation (6.5) porte aussi le nom de condition limite en contr&inBans le cas d’une
surface libre, le vecteur contrainfg est nul. De méme, tout comme c’était le cas pour les
conditions limite en déplacement il peut arriver que seules certaines composantes du vecteur
contrainted - ii soient fixées. Par exemple si seule la premiére composante de ce vecteur est
nulle surSr on écrira:

(0-f)-& =0surSr (6.7)

6.1.3 Comportement élastique isotrope

Le comportement relie la contraindea la déformatiore en chaque point du domaine :
G="f(§)surVv (6.8)

Un comportement élastique isotrope est complétement décrit par deux parameétres matériaux
scalaires : les deux coefficients de Lamét .. Le comportement élastique isotrope s’écrit :

0= )\TI‘(E)T—}- 2UE Oij = A&0ij + 2] (6.9)

1. pour bien les distinguer les inconnues des données du problemes, ces derniéres sont indicées avec d.
2. attention, une condition limite en contrainte indique que le vecteur contrainte est imposé et non le tenseur
des contraintes.
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c —

Fic. 6.2 -

Cette loi est appelée loi de Hooke. Plutot que d'utiliser les coefficients de Lamé, on peut décrire
le comportement en terme du module de Youaget du coefficient de Poissan

VE E

(1+V)(1_2V)€kk5ij + ——&jj (6.10)

% = d+V)

Les coefficients de Lamé sont liés au module de Young et au coefficient de Poisson par les
relations suivantes :

VE

A = 6.11
(1+v)(1—2v) (6-11)
E
H= a3y (6.12)
et réciproquement
H(3A +2y)
E = 6.13
Y (6.13)
A
S A — 6.14
2N+ 1) (6.14)
En inversant la relation (6.10), on obtient les déformations en fonction des contraintes:
1+v vV
&ij = ?Gij — Eckkéij (6.15)

Considérons un petit élément de matiere, figure 6.2, et sollicitons-le par un tenseur des contraintes
uniaxial, défini section 5.3.6, selon I'axe

o 0O
[6]@@’@2): 0 0O (6.16)
0 0O

La réponse en déformation est

B o 0 o0
[g](é%é%éz) = 0 —%O’ 0 (6.17)
0 0 —fo

La déformation selon 'axeest égale a la contrainte imposée divisée par le module de Young (la
raideur). Cette déformation est positive et correspond donc a un étirement selon Caxeote

gue les déformations selon les axest z sont négatives et correspondent a un rétrécissement
de la section selon les axgetz. C'est I'effet Poisson. On note que si le coefficient de Poisson
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Fic. 6.3 -

est nul, la section n’est pas réeduite. On montre par des arguments de stabilité que le coefficient
ne peut dépasser 1/2. Pour cette valeur, le volume est conserveé lors de I'étirement. Finalement,
remarguons que la traction sur I'élément de volume ne produit aucun cisaillement. Il n’en est
pas de méme si vous tirez sur un barreau fait d’'un matériau composite. Ce matériau n’est pas
isotrope et la traction induit du cisaillement.

Sollicitons maintenant notre élément de volume avec un tenseur de cisaillement simple (sec-
tion 5.3.7), illustré sur la figure 6.3

0toO
[O'] (808,8) — T 0O (6.18)
00O

La déformation correspondante est

1+v 1
. 0 (E o 0 10 30 O
Elege=| 2% 0 o0|=|z0 0 0 (6.19)
0 0 0 0 0 O

On note que la contrainte de cisaillement n’entraine aucune élongation. Par contre un change-
ment d’angle entre les vecteugset &, intervient

(0}
Yxy = 2&xy = l_l (6.20)

Le coefficient de Lamé joue donc le réle d’'une raideur de cisaillement. C’est pourquoi le
coefficientu est souvent appelé module de cisaillement.

Soumettons maintenant notre volume élémentaire a un tenseur de contraintes sphérique de
pression p (voir section 5.3.5 et figure 6.4) :

—-p O O
[O’](a(’q“éz) = 0O —-p O (6.21)
0O 0 -—p

La pressionp est un nombre positif mais comme elle pousse sur la surface extérieure du vo-
lume, un signe moins apparait. La déformation correspondante est:

—p(1-2v) 0 0

E = 0 0
CICERE o a2 9 -l o 3P o (6.22)
0 0 - p(lE—ZV) 0 0 3
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P
Y
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FIG. 6.4 —
ou I'on a introduit le module de compressibilité
E 2
31—2v) 3" (6-23)

On note que le cube est réduit de la méme maniére dans les trois directions (isotropie!). La
réduction relative de volume est la trace du tenseur des déformation (voir section 3.9.2)

€11+ €2+ €33= —E (6.24)

Le module de compressibilit&, relie la pression au changement de volume : c’est une “raideur
volumique”. Plu est élevé moins le volume est réduit pour une pression donnée.
Voici deux points importants a retenir sur les matériaux élastiques isotropes::
— Dans le comportement élastique isotrope les cisaillements et €longations sont tout a fait
découplés. Ce n’est pas le cas dans les milieux anisotropes (exemple : les composites) ;
— Le comportement n’est caractérisé que par deux parametres scalaires. Ces deux para-
meétres peuvent étre au choix : le module de Youfget le coefficient de Poissor) les
deux coefficients de Lama et ) ou les modules de cisaillememnd €t de compressibilité
(K).
— Notez que I'on a forcément1l <v < 1/2.
La loi de Hooke peut se mettre sous la forme

_ = _ E Ev
0=C:€ 0ji=Ginex GCiikj = ——0iOi 0ii 0 6.25
o 0ij =Cijwen  GCiju 1oy ok J|+(1+V)(1_2V) ij Okl (6.25)
ou sous forme inverse
- = — 1+v Vv
€=D:0 ¢&j=Djjwou Diju = ?5ik6jl - E5ij5kl (6.26)

Le tenseur d’ordre € est le tenseur d’élasticité Btson inverse. Les tenseuCset D sont des

tenseurs d’ordre 4 et s’expriment donc & I'aide 8e=381 composantes. Il n’y a en fait que 36
composantes indépendantes car ces tenseurs possedent les symétries suivantes (qui découlent
de la symétrie des tense 0 ainsi que de I'existence d’'une énergie)

Giji = Cuiij = Cjiki = Gijix Dijki = Duiij = Djiki = Dijik (6.27)

Les 36 composantes peuvent étre rangées dans un tableau 6x6 et les lois (6.25) et (6.26)
s’écrivent alors

[N
|

<

<

011

022
033 E

o
o2 (14Vv)(1—2v)
023

€11
€22
€33
s (6.28)
€13
1-2v €23

ooo< <
OCoooo
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matériau Y E U K
(MPa) (MPa) (MPa)
acier 0.3 205000 78800 170800
aluminium 0.33 70000 26300 68600
verre ordinaire 0.22 60000 24600 35700
béton 0.2 30000 12500 16667
plomb 0.45 17000 5860 56700

plexiglas (résine acrylique) 0.36 3000 1100 3570
bakélite (polypropylene) 0.37 1000 365 1280
caoutchouc 0.5 2 0.67 infini!

TAB. 6.1 —

Equations cinématiques
compatibilité

€= 3(gradi-+ (grad)™) surV e&j = 3(uj+uj)
conditions limites en déplacement
U= Uy surS, Ui = Ug
Equations d’équilibre
équilibre en volume

divo+ fy=0 survV - ajjj+fsi=0
équilibre en surface (conditions limites en contrainte)
C:f-ﬁ:fd surSr aijjnj =Ty
symétrie des contraintes
G=0' surV - aij = 0ji
Equations de comportement
o= ATI’(?)T + 2UE surV  ajj = Agdij + 21&ij

TAB. 6.2 —Les équations définissant un probleme d’élasticité linéaire isotrope

€11 1 —-v —v 0 0 0 011
€22 1 -V 1 -V 0 0 0 022
€33 . -V =V 1 0 0 0 033
e | T E 0 0 0 1+v 0 0 o12 (6.29)
€13 0 0 0 0 1+v 0 013
€23 0 0 0 0 0 4-v 023

Compte tenu du caractere isotrope de la loi de Hooke, les tableag®ront les mémes ci-
dessus quelle que soit la base orthonormée choisie. Par exemple, ils seront les mémes pour des
coordonnées cylindriques ou sphériques.

Pour terminer, le tableau 6.1 donne les modules élastiques approximatifs pour quelques
matériaux usuels. La plupart des métaux usuels sont, en bonne approximation, isotropes. Il en
va de méme pour la pierre, le béton, le verre, ... et pour les résines armées de fibres réparties
uniformément dans toutes les directions. Le module de compressibilité du caoutchouc est infini
puisque ce matériau est incompressible.

6.1.4 Reécapitulatif

Le tableau 6.2 résume les équations a notre disposition pour résoudre un probleme d’élasti-
cité linéaire isotrope en notation intrinseque et indicielle.
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Les frontieresS, et Sr doivent vérifier les conditions suivantes palraquedirection de
I'espace:

NSt = 0 (6.30)
SUSr = S (6.31)

La premiére relation indique qu’en chaque point de la surfaceon ne peut prescrire a la
fois un déplacement et un vecteur contrainte a moins que cela ne soit pour des composantes
différentes. Par exemple, sur une surface de norgéalen ne peut fixer a la foi$; etu;. Par
contre, on peut fixel; etu,. La seconde relation indique que en chaque point de la suBface
et pour chague composante, il faut prescrire soit le déplacement,soit le vecteur contrainte. En
clair, on ne peut sur une partie dae rien imposer.
Comptons le nombre d’équations et le nombre d’'inconnue¥ sue nombre d’inconnues
surV est:

— 3 pourd;
— 9 pouro;
— 9 pourg;
— soit un total de 21 inconnues.
Concernant les équations 84ynous avons:
— 9 équations de compatibilité, (6.1) ;
— 3 équations d’équilibre (6.4) ;
— 3 conditions de symétrie du tenseur des contraintes (6.6) ;
— 9 équations de comportement (6.9) ;

— soit un total de 24 équations. En réalité, seules 21 de ces équations sont indépendantes
car compte tenu de la symétrie du tenseur des contraintes, seules 6 équations de compor-
tement sont nécessaires.

Les données day, Ty, fq forment ce que I'on appelle le chargement. Toutes les équations
apparaissant dans le probleme d’élasticité sont linéaires. Ainsi si le chargement double, la so-
lution double dans toutes ses quantités (déplacement, déformation et contraintes). De méme, si
(U,€,0)1 est la solution du probléme pour un chargem@itTy, f4)1 et (U,,0), est la solution
pour un autre chargemefﬁd,fd, Fd)z. La solution correspondant a la somme des deux charge-
ment est la somme des solutions 1 et 2 par le principe de superposition qui s’applique a tout
systeme linéaire.

Le probleme d’élasticité linéaire admet toujours une solution unique pour autant que les
modes rigides aient été fixés.

6.2 Theéoremes de I'énergie potentielle

Nous allons montrer que les solutions en déplacement et en contrainte vérifient des principes
de minimum. D’abord, nous définirons la notion d’admissibilité :
— on dira qu’un champ de déplacement est cinématiqguement admissible (CA en abrégé) si
il vérifie toutes les équations cinématiques (voir tableau 6.2). En clair, ce champ vérifie
les déplacements imposés.
— ondira qu’un champ de contrainte est statiquement admissible (SA) si il vérifie toutes les
eéquations d’équilibre (voir tableau 6.2).
Si I'on dispose d’un champ de déplacement admissible et d’'un champ de contrainte admis-
sible, a-t-on la solution du probleme d’élasticité? Non. Il faut en plus que le couple déformation-
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contrainte vérifie les équations de comportement, tableau 6.2, que nous écrirons sousda forme
0ij = Cijui & (6.32)

La loi de comportement ci-dessus est équivalente a

1 1 _
Esijcijklskl+§0'ijcijkl|okl —0ij&ij =0 (6.33)
On vérifie en effet aisément que (6.32) entraine (6.33) et vice-versa. Notons de plus que le pre-
mier membre de (6.33) est toujours plus grand ou égal a zéro pour un ¢ewplarbitraire. La
vérification du comportement en chaque point du domaine est donc équivalente a I'annulation
de l'intégrale de (6.33) sur le domaine:

1 1
0ij = Cijui & WEV@/VEeijCijk|€k|+§0ijCijk|0k|—GijEijdV=0 (6.34)

L'intégrale ci-dessus étant toujours plus grande ou égale a zéro quel que soit le(eaziplen
a le théoréme suivant:

Théoréme 6.1 Le probleme d’élasticité résumé dans le tableau 6.2 est identique au probleme
suivant: trouver le champ de déplacement admissiblE4) et le champ de contrainte admis-
sible @ SA) qui minimise :

. 1 1
. C:&n,lc?SA/\/ (Esij (@)Cijua €ij (U) + 501 Cijka Ok — Gij&ij (U)) dv (6.35)

L'intégrale est appelée erreur en relation de comportement car elle est non nulle si le couple
(£,0) ne vérifie pas le comportement en chaque point du domaine.

Le dernier terme de l'intégrale (6.35) couple le champ de déplacement et le champ de
contrainte. Compte tenu des propriétés d’admissibilité des déplacements et des contraintes, nous
allons pouvoir éliminer ce couplage. Il vient

/O'ijsij(U)dV = /O'ijui7jdV (6.36)
\Y \Y
= /V(Uioij),j—oij,juidv (6.37)
= /uioijnjd8+/ fouidV (6.38)
S \Y
= /UdiO'ijnde—l—/ TdiuidS+/ fguidV (6.39)
Sy, Sr \

Chacune des égalités ci-dessus méritent d’étre justifiée :
— (6.36) découle de la définition de la déformation (6.1) et de la symétrie du tenseur des
contraintes (ce qui donr@;eij (U) = 1oijui | + Soijuj; = Gijui j) ;
— (6.37) est obtenu a I'aide de la formule de la divergence d’un produit ;

— (6.38) découle pour le premier terme du théoreme de Gauss-Ostrogradski (2.46) et pour
le second de I'équilibre en volume (6.4) ;

— (6.39) découle des conditions limites en déplacement (6.2) et en contrainte (6.5).

3. Les trois théorémes que nous allons démontrer sont valable que le comportement soit isotrope ou non et
méme linéaire ou non.
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Le découplage obtenu dans (6.2) permet de réécrire la minimisation (6.35) sous la forme

,cmine W(T) —W*(3) (6.40)

ou I'on a défini I'énergie potentielle en déplacem@f(il) et I'énergie potentielle en contrainte
W*(3) par

1
W) = /—Sij(U)Cijk|€k|(ﬂ)—/ TdiuidS—/fdiuidV (6.41)
v2 Sr Y
— 1 _
W' (G) = _/—oijcijkl,ok|dv+/ U Gij n;dS (6.42)
v 2 S

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer deux théoremes importants appelés théo-
remes de I'énergie potentielle.
Théoreme 6.2 L’énergie potentielle d’'un champ cinématiquement admissible est toujours au
moins égale a celle d'un champ statiguement admissible. Il n’y égalité que si le champ de
déplacement et le champ de contrainte sont les champs solutions.
Ceci découle du fait quev(d) —W* (@) est toujours positif ou égal & zéro quels que soiket
G admissibles.

Théoréme 6.3Le champ de déplacement solution minimise I'énergie potentielle de tous les
champs cinématiquement admissibles ; le champ des contraintes solution maximise I'énergie
potentielle de tous les champs statiquement admissibles.

Ceci découle du fait que (6.40) peut se réécrire comme deux problémes indépendants :

min W(O) et “maxW* (o) (6.43)
u CA o SA

7 \ z . 7 . . =eX
Les deux théoréemes peuvent se résumer en une ligne mathématique.USba@ ~ les

. . : R ' , —SA
solutions exactes en déplacements et en contraintes du problémes d’éladifctéss " des
champs admissibles quelconques. On a:

WH (G < W (@) = W(T®) < W(TCA) (6.44)

6.3 Techniques de résolution analytique

6.3.1 Approche en déplacement

Cette approche consiste a choisir le champ de déplacement comme inconnue principale.
Dans la pratique, on se donne une certaine forme pour ce champ, et on cherche a vérifier toutes
les équations du probleme. Ce champ doit satisfaire les conditions limites en déplacement.
Ensuite, a partir de ce champ on calcule les déformations a partir de la relation de compatibilité
puis les contraintes a partir de la loi de comportement. Il ne reste plus qu'a vérifier si ces
contraintes sont en équilibre sur le volume et satisfont les conditions limites en contrainte.

Le paragraphe ci-dessus revient & éliminer les inconouets dans la table 6.2 pour ne
garder que l'inconnue en déplacement. Exprimons, I'équilibre de volume en fonctibn de

Oij.j = A&k jdij +2eij j = A&k + M(Ui jj + Uj.ij) (6.45)
= A&kki +M(Uijj + (Ujj)i) = A+ 1) (Ukk),i + HU kk (6.46)
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On s’est servi dans la derniere egalité du fait gie= uy k. L'équation d’équilibre en volume
s’écrit donc en terme des déplacements :

(A +wgraddiv) + pad+fy =0 (A + W) (Ukk) i + MU g+ fai =0 (6.47)

Ces trois équations sont appelées les équations de Lamé-Navier. En se servant de la formule du
Laplacien (2.74), ces équations peuvent aussi étre écrites sous la forme::

(A + 2p)grad divd) — prot rott + fy =0 (6.48)

Cette forme est avantageuse pour la résolution lorsque I'on sait que le champ de déplacement
est irrotationnel otd = 0).
Le processus de résolution avec I'approche en déplacement est donc :

— postuler la forme du champ de déplacement;;

— vérifier les conditions limites en déplacements ;

— vérifier les équations dites de Lamé-Navier, (2.74) ;
— calculer les déformations, puis les contraintes;

— veérifier les conditions limites en contrainte.

Cette approche en déplacement est utilisée pour résoudre le probléme du cylindre sous pression
ala section 7.1.

6.3.2 Approche en contrainte

L'approche en contrainte consiste a partir d’'un champ de contrainte vérifiant les équations
d’équilibre. La relation de comportement (6.10) inversée permet de trouver les déformations en
fonction des contraintes.

1+v Y
&ij = ?Gij — Eakkéij (6.49)
Ces déformations doivent ensuite étre intégrées pour obtenir les déplacements.
1
&ij = 5 (Ui,j +Ujj) (6.50)

Les conditions d’intégrabilité de (6.50), (voir section 3.9.3), s’écrivent :
€ij kk + Ekkij — (Ejk,ik + Eik,jk) = 0 (6.51)

Soit en terme des contraintes :

1+v Y 1-2v 1+v
—=—0ij — =019 + —Fonij— ?(Ujk,ik + Oik, jk)
mm

v
+ E(GII ikOjk + 011 jkOik) =0

ou encore;
(1+V)0ij,mm— VOl mnPij + i1 ij — (14+V)(Tjk ik + Oik,jk) =0 (6.52)

En utilisant I'équilibre, (6.53), et une conséquence (6.54) de la loi de comportement :

Gijj+fai = O (6.53)

E
Oll,mm = 1_2V5|I,mm (6.54)
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les équations (6.52) se simplifient en

1 vV
A0ij + 7 Onij + 7 faiij + faji+ faij =0 (6.55)
Ces six éguations sont appelées les équations de Beltrami-Michell.
Le processus de résolution avec I'approche en contrainte est donc:

— postuler un champ de contrainte ;

— vérifier les conditions d’équilibre en volume ;

— veérifier les conditions limites en contrainte ;

— vérifier les équations dites de Beltrami-Michell, (6.55) ;

— calculer les déformations, puis les déplacements a partir des contraintes ;

— vérifier les conditions limites en déplacement.

Remarques:

— On note que lorsque toutes les forces volumiques sont constantes ou nulles, tout champ de

contrainte constant ou lin€aire par rapport aux variables d’espace satisfait les équations
de Beltrami-Michell;

— Si les forces volumiques sont nulles, tout champ de contrainte constant vérifie a la fois
les équations d’équilibre et les équations de Beltrami-Michell.

6.3.3 Solide en état plan de déformation

Lorsqu’un solide prismatique trés long est sollicité par des forces perpendiculaires a ses
génératrices, et si ces forces restent constantes le long de celles-ci, toute portion du solide située
a une distance suffisante de ses extrémités se déforme uniquement dans un plan perpendiculaire
aux génératrices et I'on peut considérer que les déformations dans le sens de la génératrice sont
nulles. Les sections transversales du solide restent donc planes et il suffit d’étudier une tranche
d’épaisseur unitaire. De nombreux problémes d’importance pratique peuvent étre étudiés en état
plan de déformation. C’est le cas, par exemple, d’'une galerie ou d’un tunnel horizontal revétus
d’'un souténement continu résistant a la poussée des terrains environnants, figure 6.5. On peut
aussi citer le cas d’un barrage poids, figure 6.6, d’une digue ou d’un talus de hauteur constante.

Dans un tel cas, on choisira le vecteur de &s@erpendiculaire a la tranche unitaire étu-
diée. Mathématiquement, un solide est en état plan de déformation si le champ de déplacement
alaforme:

U= Uy (Xq,%2)81 + Up(X1,X2)& (6.56)
Les déformations correspondantes, (6.1), ont la forme

(=]
(o]

d
_ €11(X1,X2) €12(X1,%2) O Y %(a_;g +52) O
€l = | €12(X1,%2) €2(X1X) 0| = %(g—;‘é + g%f) a—ﬁ: 0 (6.57)
0 0 0 0 0 0
En introduisant ces déformations dans la loi de Hooke (6.10), on obtient
o171 E 1-v v 0 €11
02 | = v 1-v 0 €22 (6.58)
o | ATVE=211 5 o 1 v || en
et
013=023=0  033=V(011+02) (6.59)
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FIG. 6.6 —

La relation inverse de (6.58) peut également étre utile en pratique :

€11 1-v —-v O 011

1
€2 | = % -v 1-v O 022 (6.60)
€12 0 0 1 O12

Les équations de Lamé-Navier se réduisent a deux équations

A+ (ur1+Uz2) 1+ H(Ug11+ur22) +f1 = 0 (6.61)
A+ (Ui +uz2) 2+ HUz11+Uz22) +f2 = 0 (6.62)

et les équations de Beltrami-Michell & une seule équation:

1
(011+022) 11+ (O11+022) 22+ 7~ (fr1+ f22) = 0 (6.63)

6.3.4 Solide en état plan de contrainte

Il arrive fréequemment que I'on ait & étudier I'état de contrainte dans des toles planes de
faible épaisseur sollicitée dans leur plan. Il est alors indiqué de choisir le vecteur désbase
perpendiculaire a la tble, figure 6.7. Les contrairdeg 023, 033 sont évidemment nulles sur
les deux faces de la tdle. Par raison de continuité, elles ne peuvent prendre, a l'intérieur de la
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/ )

FIG. 6.7 —

tole, que des valeurs trés faibles et I'on ne commet donc pas d’erreur importante en affirmant
gu’elles y sont nulles. Pour la méme raison, il est certain que les trois composantes non nulles
011, 012, O22 he dépendent pratiquement pasxgdeOn admettra qu’elles sont constantes sur
I'épaisseur de la tble. En résumé, I'hypothése de I'état plan de contrainte s’écrit :

B 011(X1,%2) O12(X1,%2) O
O] (@18.8) = 012(X1,X2) 0O22(X1,%2) O (6.64)
0 0 0

En introduisant (6.64) dans la loi de Hooke (6.29), il vient

€11 1 1 v 0 011

€0 | = E -v 1 0 022 (6.65)

€12 0 0 1+4v 012
et v

g13=€3=0  €3=—7—(En+e2) (6.66)

L'inversion de (6.65) donne

O11 E 1 v 0 €11

O22 1 5 v 1 0 €22 (6.67)

1o V0 0 1-v || e

Les equations de Lamé-Navier se réduisent aux deux équations suivantes :

3A+2

ug;\Jrz ;0(U1,1+U272)71+H(U1711+U1,22)+f1 =0 (6.68)
3A+2

—ME)\ _|_2IJ;1)(ul,l+UZ,Z),2+U(UZ,11+U2,22)—|—f2 =0 (6.69)

Quant aux équations de Beltrami-Michell, quatre équations apparaissent :

(0114 022) 11+ (011+022) 22+ (14+V)(fr1+f22) = O (6.70)
(011+022)11 = O (6.71)
(011+022)22 = O (6.72)
(0114+022)12 = O (6.73)
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Les contraintes doivent vérifier a la fois les équations ci-dessus et les équations d’équilibre.
En général, il n'y a aucune solution. C’est pourquoi, on n'impose pas la vérification des équa-
tions (6.71-6.73). On impose seulement la premiére équation, (6.70). L'hypothése de I'état
plan de contrainte viole donc les équations du probleme 3D mais cela reste une trés bonne
approximation pour autant que la piece étudiée est de faible épaisseur.

Remarques:

— Si les forces volumiques sont constantes ou nulles, les équations (6.63) et (6.70) sont
identiques. Si de plus les conditions limites ne font pas apparaitre de conditions limites
en déplacement (si ce n'est le blocage des modes rigides), alors on obtiendra les mémes
contraintes1, 022, 012 que le solide soit en état plan de de déformation ou en état plan
de contrainte. En plus, ces contraintes seront indépendantes des propriétés du matériau
(module de Young et coefficient de Poisson). Par contre, la contraggidées déforma-
tions et les déplacements seront eux différents en état plan de déformation et de contrainte
et dépendront eux des propriétés du matériau.

— En comparant les lois de Hooke, (6.67) et (6.58) on constate que I'on passe de l'une a
I'autre par une simple substitution de modules élastiques: Pour passer de I'état plan de
contrainte a I'état plan de déformation, il suffit d’effectuer les substitutions :

E v/

e V= —

1-v'2 1V

puis de supprimer les accents. Pour passer de I'état plan de déformation a I'état plan de

contrainte, il suffit d’effectuer les substitutions :

E/ 1 / /
E= ﬂ V= v

(1+V)2 14V

(6.74)

(6.75)

puis de supprimer les accents. Ces substitutions ne modifiept pas

6.3.5 Fonction de contrainte d’Airy

En I'absence de forces de volume, nous avons vu que I'équation de Beltrami-Michell était
la méme en état plan de contrainte ou de déformation:

(011+022) 11+ (0114 022) 22=0 (6.76)
Les équations d’équilibre en volume sont également les mémes::

O111+0122 = 0 (6.77)
O0121+0222 = 0 (6.78)

La méthode la plus commode pour vérifier ces équations est d’'introduire une fonction de
contrainteg, dite fonction d’Airy, telle que

e Fe
- 0x3 22— 0x2 12 " ox10%0

O11 (6.79)

On vérifie immédiatement que, quelle que soit la fonctdies contraintes calculées selon (6.79)
satisfont I'équilibre en volume (6.77)- (6.78). En introduisant (6.79) dans (6.76), on trouve que
la fonction d’Airy doit satisfaire a I'’équation biharmonique

A ach) B (a4cp e 0%

2 °= 2 7% %% 9 6.80
ox2 " axg)( ox2 03 * " (6.80)

AO — bl
o= o 0203 oxd

4. Ces équations imposent a la trace des contraintes d'étre linéaire ce qui est trop restrictif.
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Ainsi, la solution d’'un probléme d’élasticité plane qui ne comporte pas de force de volume se
réduit a rechercher une solution de I'’équation (6.80) qui satisfasse les conditions limites (en
contrainte ou en déplacement selon les données du probléeme).

L'utilisation d’un fonction d’Airy sera illustrée dans I'exemple de la traction d’'un barreau
prismatique a la section 7.2.

6.4 Techniques de résolution numeériques

Les technigues analytiques sont vite dépassées lorsque le probléme devient un peu com-
plexe, il faut alors recourir a des approches numérigues. On distingue trois grandes familles
d’approches numériques pour la mécanique des milieux continus:

— les éléments finis;;

— les différence finies;;

— les éléments de frontiére.

La premiere approche a le mérite d’étre applicable quelle que soit la géométrie du milieu.
Elle est donc utilisée pour tous les problémes de mécaniques faisant intervenir des géométries
complexes (crash voiture, écoulement sanguin, étude vibratoire de fusée, design de puce élec-
tronique contre I'échauffement excessif, ...). Les codes industriels les plus connus sont: Samcef
(le seul européen), Abaqus, Nastran et Ansys.

La méthode des différences finies nécessite des domaines de formes simples. Elle est parti-
culierement utilisé en météorologie (I'atmosphere a une forme simple) et pour I'étude d’écou-
lement.

Enfin, la méthode des éléments frontieres permet la prise en compte simple d’'un milieu
infini ou semi-infini (mais ce milieu doit étre linéaire).

6.5 Thermoélasticité

Nous considérons maintenant le cas ou les déformations sont causées non seulement par
des contraintes mais également pas des élévations de température. C’est le phénomene de la
thermoélasticité. Une élévation de température a tendance en géadaire gonfler les corps
et une diminution a tendance a les contracter. Une relation thermoélastique isotrope s’écrit :

1+v \Y a

&j = — i~ Eckkaij + 3

~~ —
déformations d’origine mécaniquedéformations d’origine thermique

(T —To)éij (6.81)

La températurdy est la température a I'état naturel. Le coefficiargst appelé coefficient de
dilatation thermique. Il relie la variation de volume a I'élévation de température. En effet, en
considérant les contraintes nulles et en prenant la trace de (6.81), on obtient

Tre =a(T —To) (6.82)
En inversant la relation (6.81), on a

Ea

Oij = Aexidij + 2Eij — Y

(T - To)éij (6.83)

La résolution d’'un probléme de thermo-élasticité ne différe d’un probleme d’élasticité que
par la loi de comportement (si le champ de tempérafuest supposée connu). Ainsi, toutes

5. Le contre-exemple classique est celui de I'eau dont la densité est maximale a 4 degré Celsius.
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Equations cinématiques
compatibilité
Ez%(gr_adﬂ(gﬁdjﬂ) surV g ::—ZL(Ui,j—i—Uj,i)
conditions limites en déplacement
U= l_Jd surS, U = ug
Equations d’équilibre
équilibre en volume

dTvc:f*+ﬂj+1?(j‘:6 surV. - ofj +fai+ g5 =0
équilibre en surface (conditions limites en contrainte)
G A=Ty+ Ty surSr ofinj =Tai+Tj
symétrie des contraintes
% =T * *
0 =0 surV. gfj = 0j;
Equations de comportement
0 = ATr(E) + 2 surV  of; = Aewdij + 24i8ij

TAB. 6.3 —Les équations définissant un probleme de thermoélasticité linéaire isotrope

les équations du tableau 6.2 sont a résoudre, excepté le comportement qui doit étre remplacé
par (6.83).

On peut aussi voir le probleme de thermoélasticité comme un probleme d’élasticité classique
tel que donné dans le tableau 6.2 avec un chargement d’origine thermique supplémentaire qui
s’exprime par

— un vecteur contrainte supplémentaire Sg(voir 6.5) de valeu?
- Ea(T —To)

= ————1 6.84

d 1—2v (6:84)

oun est la normale extérieure a la surfége
— une force de volume supplémentaire Bur

gradr (6.85)

On remarquera que ces forces volumiques dérivent du potentiel.

Ea
1-2v

(T—To) (6.86)

Ce chargement supplémentaire est a ajouté au chargemefiy etely. Le probléme de ther-
moélasticité est résumé dans le tableau6.3. La contrainte réelle est donnée par

Ea

0ij = 0j; —E(T—To)&j (6.87)

6. Ne pas confondre le vecteur contraifitet la températuré.
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Chapitre 7

Problemes classigues d’élasticité

Les problemes résolus dans cette section permettent d'illustrer les techniques de résolution
présentées au chapitre précédent.

7.1 Cylindre sous pression

On considére un cylindre circulaire de rayon intériauwt de rayon extérieds, figure 7.1.
Il est soumis a I'action de pressions inteimest externepe uniformément réparties.

Résolution : Si le cylindre est suffisamment long, il est raisonnable de faire I'hypothése
de I'état plan de déformation. Il est également tout indiqué de choisir des coordonnées cylin-
driques, le vecteug, coincidant avec celui du cylindre. Par raison de symétrie, le déplacement
d’un point quelconque ne peut étre que radial et indépendahete:

U=u(rg (7.1)

On en déduit par la formule du rotationnel en coordonnées cylindriquestiiie 0. Les équa-
tions d’équilibre en terme des déplacements (Lamé-Navier), (6.48), donnent:

d1ild
O\JFZH)E[FE(M)H fr=0 (7.2)
En I'absence de force de volume cette équation s’integre facilement. On obtient

ouC; etC, sont deux constantes d’intégration.

Pour les déterminer, il nous reste a imposer les conditions limites en contrainte. Pour cela, il
faut d’abord calculer les déformations puis les contraintes associées au champ de déplacement.
Les déformations sont la partie symétrique du gradient des déplacements. En utilisant la formule
du gradient d’'un vecteur en cylindrique, on obtient

(o)) G
Err :Cl_l’_z Seezcl+r—2 €22=€p9=E7=289,=0 (7.4)

Il n’y a donc pas de déformation de cisaillement, ce qui était évident a priori, vu la symétrie du
probleme. En appliquant la loi de Hooke, (6.58), il vient

B E C Co
or = 11Ty (7.5)
E C G
- — (= = 7.6
%% = 1T xR (7:6)
2ECG
Oz = 7.7
# (1+v)(1—2v) (7.7)
Org = Orz=0g,=0 (7.8)
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e
s
A
i
z -
a P
&
e
b
A\ ej
FIGg.7.1-
La condition limite en contrainte s’exprime par
o-i=Ty (7.9)
avec sur la face intérieute
n=-& T¢=pi& (7.10)
En utilisant (7.10), la relation (7.9) s’écrit sous forme matricielle, en coordonnées cylindriques :
orr 0 0 —1 p|
0 og O 0 |=| 0 |=o0on(r=a)=—p (7.11)
0 0 o0z 0 0
Pour la face extérieure, on a
=& Tg=—pe& (7.12)
Orr O 0 1 - pe
0 oggg O O|l=| 0 |=on(r=a)=—pe (7.13)
0 0 o0z 0 0

Les deux conditions sug,, fournissent les deux constantes. Tous calculs faits, on obtient

_(1-2v)(1+v)aPp—b*pe . 1+V  pi—pe
C1= E Z_2 2T E L@-1/ (7.14)
Les contraintes non nulles valent donc

a%p; — b?pe Pi — Pe
Orr R_a2  r2/a—r2jp? (7.15)

a%pi — b?pe Pi — Pe
7.1
Ove R_a | r2ja—r2jp (7.16)

a2 o b2

Gy — m—%t?& (7.17)

1. Il est essentiel de comprendre l'origine des signes.
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04
m

- A'**********h********** o X
h
C F
X,
Fic. 7.2 -
Pour le déplacemernk, on trouve enfin
1 2 2 242 1
U = D) (1—2v)(a“p; — b“pe)r +a“b”(p; — pe)F (7.18)

Cette exemple a permis d'illustrer I'approche en déplacement (voir section 6.3.1) qui part

d’'une forme du champ de déplacement et impose toutes les conditions sur ce champ.

Remarques:

— Les contraintes dans la section du cylindsg, et 0gg sont indépendantes des constantes
élastiques. Ceci est en accord avec ce que nous avions observé a la section 6.3.4. En
clair, que le cylindre soit en plexiglas ou en acier ces contraintes seront les fémes
contrainte®,, les déformations et déplacements dépendent elles par contre des constantes
élastiques.

— Pour obtenir les résultats correspondants a I'état plan de contrainte, il suffit deoppser
et d’effectuer les substitutions (6.75). Celles-ci ne modifient pas les contraiptetogg
puisqu’elles sont indépendantes des constantes élastiques. Enfin, la défolpaton
calcule par (6.66).

— Si I'épaisseur du cylindre est faible devant le rayon mogen (a+ b)/2, on obtient au
premier ordre les contraintes suivantes en état plan de déformation:

Or ~0 Ogg~ pR/e 0z;~VpR/e = (1—v)(1+V)pR/(Ee

ou p = p; — pe- Ces formules simplifiées permettent notamment de déterminer rapidement
les contraintes dans la paroi d’une chaudiére cylindrique sous pression.

7.2 Traction d’'un barreau prismatique

Considérons, figure 7.2, un barreau de longuguargeur 2 et épaisseur unitaire faible
devanth etl. Sa section droite a donc une ake= 2h. Il est soumis a des forces surfaciques
d’intensitéo uniformément réparties sur ses sections extrémités.

Résolution : Cette exemple illustre I'utilisation d’'une fonction de contrainte d’Airy, voir
section 6.3.5. Considérons une fonction d’Airy de la forme

@ = C1x% + Coxy+ Cay? (7.19)

ou Cq, Gy, C3 sont des constantes a déterminer. Cette fonction d’Airy est biharmonique Les
contraintes correspondantes valent

2. Cette propriété est le fondement de la photo-€élasticité qui permet de visualiser des contraintes dans du plexi-
glas dont les propriétés optiques varient avec la contrainte.
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Il reste & imposer les conditions limites en contramté = Ty.
— Sur laface EFfi = &, Ty = 08

2Cz —C, O 1 o
= | -C 2¢c; 0||0|=|0]|=C3=0/2C=0 (7.21)
0 0O O 0 0

— Surlaface CDfi= —&, Ty = —08

2C3 —C O -1 —0
= | -C, 2C; 0 0 |=| 0 | =C3=0/2C,=0 (7.22)
0 0O O 0 0

— Surlaface DEfi= —8, Tg=0

2C3 —C O 0 0
=|-C 2, 0 -1|=]0|=C=0C=0 (7.23)
0 0O O 0 0

— Surlaface CFi=8, Ty=0

2C; —C O 0 0
= -C 2C O 1(=|0]|=C=0C=0 (7.24)
0 0 O 0 0

Les contraintes sont donc uniformes sur le barreau et valent

Si les faces avant et arriere du barreau sont libres, on est en état plan de contrainte. les déforma-
tions sont données par (6.65)

Enfin, pour obtenir les déplacements, il faut intégrer les relations déformations-déplacements
qui s’écrivent ici
SXX - uX.‘X 8yy - Uy7y Sxy - 1/2(UX7y + Uy7x) (727)

Les deux premiéres donnent, respectivement

Uy = gx+ fly) u= —vngr g(x) (7.28)

ou f(y) etg(x) sont des fonctions quelconques ylet x respectivement. En reportant (7.28)
dans la troisiéme équation de (7.27), il vient

f(y)y+9(X)x=0 (7.29)
d’ou
f(y)y=c gX)x=-c (7.30)
ou ¢ est une constante arbitraire. Intégrant (7.30), et reportant dans (7.28), on trouve
o o
Uy = Ex+a+cy W= —vEx+b—cx (7.31)
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ol aetb sont également des constantes arbitraires. Les déplacement ne sont déterminés qu’a un
mouvement de corps rigide pres, représenté par les fondtignetg(x). Les constantegetb
représentent une translationcaine rotation. Les constantad, ¢ ne peuvent étre déterminées
gu’en imposant trois conditions d’appui adéquates.

Voici un certain nombre de conditions d’appui valides::

— Uy = Uy = Uyx = 0 en(0,0) : cela fixe le point A et empéche toute rotation autour de ce

point.
— ux=Uy=0en(0,0) etuy =0 en(L,0): celafixe le point A et empéche le mouvement du
point B selong,.

— ux = Uy =0en(0,0) etuy=0en(0,—h) : celafixe le point A et empéche le déplacement
du point D selorgy.

Voici, par contre, un certain nombre de conditions d’appui non valides car elles ne fixent pas
complétement les modes rigides ou empéchent le corps de se déformer.

— Ux=Uy=0en(0,0) etux =0en(L,0)

— ux=Uy =0en(0,0) etuy =0en(0,—h)

— ux=uy=0en(0,0) etuy=0en(L,—h)

— Uy =Uuy=0en(0,0) etuy=0en(L,—h)

Notons que qu’elles que soient les conditions d’appui valides choisies, celles-ci ne modifient
en rien les déformations et contraintes a I'intérieur du barreau.

7.3 Torsion d’un barreau prismatique

On considere, figure 7.3, un barreau de surface lat&alted’extrémitéss etS . La surface
S est libre. Les déplacements selgnet € sont imposés a zero dans la sectiret ils sont
imposés auy = —OLy etuy = OLx dans la sectiois . Ce mode de déplacement correspond a
une rotation de la surfacg® autour de I'axeg, avec un angl®L. Finalement, la composante
du vecteur contrainte est nulle styet§ .

Résolution : C’est Saint-Venant (1855) qui s’est le premier intéressé a la résolution de ce
probléme. il a postulé la solution sous la forme

Uy=—-0zy U =0zXx Uu=0y(Xy) (7.32)

et a montré que cette forme permet de satisfaire toutes les équations. C’est ce que nous allons
faire. Le champ de déplacement (7.32) correspond a une rotation de chaque section du barreau.
L'angle © représente I'angle de rotation entre deux sections distantes de un metre. Cela se voit
de suite si on exprime (7.32) en coordonnées cylindriques:

=0 ug=0zr u,=0yYxy) (7.33)

La fonctiony représente le gauchissement de la section lors de sa rotation.
Essayons maintenant de vérifier toutes les équations du probléme élastique. Les déforma-
tions associées au champ de déplacement (7.32) sont données par

SXX - ayy - SZZ: Exy - 0 (734)
1 1

&z = E(Uz,x +Uyz) = EG(LU,X -Y) (7.35)
1 1

Syz = E(U;y‘}— Uy,z) = ée(l.IJ,y‘FX) (736)
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FIc. 7.3 -

Les contraintes correspondantes sont

OXX - Oyy - GZZ - ny - 0 (737)
Oxz = M(Uzx+Uxz) = HO(Wx—Y) (7.38)
Gyz = U(ULy + Uy’z> = UG(LIJN —+ X) (739)

On note que ces contraintes sont indépendantes de la coordanfessule équation d’équi-
libre en volume non triviale est donc:

Oxzx + Oyzy = 0 (7.40)

Cette equations indique que nous pouvons exprimer les contraintes de cisailgpeta,, a
I'aide d’'une seule fonctiop(x,y) appelée “fonction de contrainte de Prandtl” par les relations
suivantes

GXZ - (py Gyz - _(p,X (741)
Par les équations (7.39) et (7.41), on a
Py=HO(Wx—Yy) —Ox=HO(Yy+X) (7.42)

En éliminanty entre ces deux équations, on trouve que la fonction de contkadué vérifier
Ap= —20 (7.43)

Imposons maintenant I'équilibre en surface sur la surface lat&ale

0-f = TqoUR=cosug+sinag, Tq=0 (7.44)
0 O oy cosa 0

= 0 O oy sina [ =0 (7.45)
Oxz Oy; O 0 0

= OxzCOSO + Oy,Sina =0 (7.46)
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dx
dy

FIG. 7.4 —

L'anglea estI'angle que fait la normale extérieure avec I'axdigure 7.4. Sion notsl’abcisse
curviligne du contour et que I'on écrit les contraintes en terme de la fonction de contpainte
(7.41), la condition de surface libre (7.46) s’écrit :

OxzCOSU +- OyzSiNA = OyzY s — Oy Xs = QyYs+ PxXs = Ps=0 (7.47)

Pour vérifier 'équilibre sur la surface latérale, il suffit donc gquemit constant sur cette surface.
Concernant, les conditions limites en contrainteuet S , nous devons nous assurer que

(0-f)-8&=0sur Het§ (7.48)

Ces conditions sont trivialement vérifiées oay= 0.

Résumons les résultats obtenus. Pour résoudre le probléme d’un barreau en torsion de sec-
tion quelconque, il suffit de trouver une fonctigivérifiant dans la section I'équation (7.43) et
s’annulant sur le contour de la section. Une fpisonnu, les contraintes sont définies par

OXX - Oyy - O-ZZ - Oxy - O O-xz - (p7y Oyz — —(p7x (749)

Nous sommes assurés que ces contraintes vérifient bien I'équilibre en volume et en surface.
Finalement, les déformations sont données par

1
zi(p)( (7.50)
Pour trouver les déplacements, il reste a calaplarpartir deg par (7.42).

Dans la formulation du probléme de la torsion d’'un barreau. Nous avons considéré que la
surface supérieure tourne d’un an@le et que la section inférieure ne tourne pas. Pour parvenir
a cette rotation relative, il faut des efforts. Ce sont les réactions correspondant a la cinématique
imposée. Calculons la résultante de efforts sur la section supérieure. La force résultante selon

& est

1
Exx=Ey=E7=8Ey=0 &= Zfﬂy Eyz= —

K= /SL(o.éz)-éde:/SLoxzds (7.51)

— /cp7de:/ gFadp-éde:/cpcosadC:O (7.52)
S S C

3. Il est important de savoir interpréter pourquoi certaines composantes sont nulles et d'autres non nulles a la
lumiére de la section 3.9.2.
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On s’est servi de la formule (2.45) ainsi que du fait quest nul sur le contouc de § . De
méme, on montre que la force résultante s&pest nulle. Bien sdr, la force résultante setbn
est également nulle puisque selnla section est libre d’effort.

Concernant le moment résultaht,appliqué a la section, il se calcule par

—

Vi = [ %A(@-e)ds= [ %A (08— 0:8)dS (7.53)
S /SL (X- gradp)&,dS— /SL (—div(@R) + div(}) )&dS (7.54)

La derniére égalité a été obtenue par (2.70). Nous pouvons poursuivre en utilisant la formule de
Green-Ostrogradski (2.45) et le fait gge= 0 surC et divX = 2.

/ —div(gR) + div(R)@dS — / (@R M)&dC+ / 208,dS (7.55)
S C S
- /SL 20dSE, (7.56)

Le couple imposé est dirigé sel@net vaut deux fois I'intégrale de sur la section. Le calcul
du moment résultant sur la secti§pdonne le moment opposé. On a donc bien I'équilibre du
barreau.

Sion fait le rapport entre le moment de torsh et I'angle de torsion par unité de longueur
© on obtient une quantité appelée la rigidité torsionnelle nB¢@ui est une caractéristique
qui dépend de la géométrie de la section et du matériau.

Remarques:

— L'équation (7.56) n’est valable seulement si la section du barreau est convexe;

— Sila section du barreau n’est pas simplement connexe, c’est a dire que cette section a des
trous, on peut toujours imposerged’étre nul sur le contour extérieur mais on imposera
seulement & d’étre constant sur les autres contours.

— On peut interpréter les équations que doivent satisfaar I'analogie dite de la mem-
brane. Considérons une membrane de la forme de la section et tendue dans son plan
par une tensiors, figure 7.5. Si une pressiom est appliquée sur la membrane, elle va
s’enfoncer verticalement par un déplacemergqui est solution de I'équation suivante :
Aw = —p/S. En supposant que la membrane est fixée sur son conteud. Les équa-
tions régissantv sont donc identiqgues aux équations régissapbur autant que I'on
remplace RO parp/S.

— Sil'on travaille dans la section avec une autre systeme de coordonnées que le systeme car-
tésien, on ne peut utiliser I'équation (7.41). On utilise alors la version intrinseque de (7.41)
qui est

0.8 =gradpAg (7.57)

De méme, la version intrinséque de (7.42) est
gradpA & = pO(gradp + & AX) (7.58)

— Atitre d’exemple, prenons le cas d’un barreau a section circulaire, figure 7.6. Par symétrie
et en ayant a I'esprit 'analogie de la membrane, il est clair que le clyamedépend que
de la coordonnéeen coordonnées cylindrique.
En utilisant la formule du Laplacien en coordonnées cylindriques, on obtient I'équation

suivante pourp Ld d
A
o (r—dr)_ 210 (7.59)
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FIG. 7.5 -

M\p\\\\\“

FIG. 7.6 —
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d’ou en tenant compte de la conditign= 0 enr = R et en imposant & de rester fini en
r =0, on obtient

p= %(RZ—@) (7.60)
L'utilisation de (7.57) en coordonnées cylindrique dofine
Or,=0 0g;=MOr (7.61)
et 1
€&z=0 €= éer (7.62)

Il reste a calculer le déplacement. Le gauchissenpesd calcule par (7.58) et on obtient
Y = 0. Les déplacements sont donc

=0 uUg=0zr u=0uyYxy) (7.63)

Dans le cas particulier d'un barreau a section circulaire, il n’y a donc pas de gauchis-
sement de la section lors de la torsion. Le moment de torsion est calculé par (7.56) et

vaut -
La rigidité tosionnelle vaut donc
R

4. Il est bon de savoir interpréter pourquegi = 0 et par contreg, # 0 a la lumiére de la section 3.9.2
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Chapitre 8

Thermodynamique et lois de
comportement

8.1 Le premier principe

La premiere loi de la thermodynamique (aussi appelée loi de bilan de I'énergie) a déja été
présentée succinctement dans le chapitre 4. Nous reprenons ici cette présentation de maniére
plus approfondie en faisant ressortir les conséquences mécaniques de cette loi. Cette loi met en
relation trois quantités : I'énergie totale du systéme, le taux de chaleur recu et la puissance des
efforts extérieurs.

Par définition, I'énergie totale d’'un systeraeest la somme de I'énergie interieet de
I'énergie cinétiquex :

E(w)+K(w) = / p(e+ %VoV)dv (8.1)
W
ou I'on notée I'énergie interne massique.

Par analogie avec les hypothéses faites pour les efforts extérieurs, il est normal de supposer

gu’un systéme recoit de la chaleur a travers sa surface ou directement en volume :

Q(w) = andS—l-/wrdV (8.2)

ouq est la densitéurfaciquede taux de chaleur recuerefa densitévolumiquedu taux de cha-
leur regue. La chaleur recue a travers la frontiere est I'analogue de I'action du vecteur contrainte
et la chaleur recu en volume est I'analogue de la force de volume.

La source volumique de chaleur peut venir d’'une action a distance par exemple par le biais
de phénomeénes électro-magnétiques (chauffage par induction ou four micro-onde) ou bien venir
d’'un phénomeéne local non mécanique comme une réaction chimique (combustion par exemple)
ou un changement de phase. La densité surfacique du taux de chaleqgraggend du point
considéré sur la surface et la normale a cette surface. Le théoréme 4.2 nous apprend que cette
dépendance est linéaire :

q=-—3q-n (8.3)
Par définitiong(Xt) est le vecteur courant de chaleur. Le signe négatif s’explique par le fait que
la normaleri est la normale extérieure au systeme.

Finalement, nous sommes en mesure d’écrire le premier principe de la thermodynamique.
A chaque instant, la dérivée particulaire de I'énergie totale (somme de I'énergie interne et ciné-
tique) est la somme de la puissance des efforts extérieurs exercés sur le sH3Emne taux
de chaleur recue par le syste@e

d(E+K)

= P°+Q (8.4)
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FiG. 8.1 -

ou plus explicitement tel que cela avait été écrit dans le chapitre 4 sur les lois de bilan, ta-
bleau 4.2

E/p(e+ }V-V)dv:/ (q+f-V)ds+/(r+F-V)dv (8.5)
dt Jo 2 0w W

La puissance extérieure est fournie au systéme par les forces imposées et par les réactions sous
les déplacements imposés. C’est donc une puissance de type mécanique fournie au systeme. Par
contre, le term&) est une puissance fournie au systéme sous forme de chaleur (“en chauffant”).
Le premier principe de la thermodynamique permet de relier ces deux puissances d’origine
différente dans une méme équation.

Il est intéressant de combiner le bilan de I'énergie (8.4) avec le théoreme de I'énergie ciné-
tique rappelé ci-dessous

P8 = %K + P (8.6)
pour obtenir
p-T o (8.7)

Les equations (8.6) et (8.7) sont illustrées sur la figure 8.1. La puissance extérieure fournie est
transformée en mouvemer%() et/ou en déformation®'). Ensuite, la déformation du milieu
entraine un changement de I'énergie de ce mil%t) ét/ou libérer de la chaleurQ).
La relation (8.7) s’écrit sous forme locale
de
P
variation énergie interne

OijVi,j = + Giji—r (8.8)
—— ——

puiss. intérieure volumique taux de chaleur dégagée

et est souvent appelée I'équation de la chaleur.

8.2 Le second principe

Le premier principe de la thermodynamique fait intervenir deux nouveaux concepts: la
notion d’énergie interne et de flux de chaleur. De méme, le second principe introduit deux
nouveaux concepts a savoir la température et I'entropie.
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La température absolue :

— se mesure en Kelvin (K)

— n’est jamais négative ;

— est notéd ;

— peut étre définie en chaque point du milieu et a chaque instant (si cela n’est pas possible,
nous ne sommes pas en présence d’'un milieu continu).

L'entropie

— sera notées;

— l'unité d’entropie est une énergie par dedi€ 1 ;

— I'entropie Sd’un systéme est la somme de chacune des parties du systeme. On suppose
gu’en chaque point on est capable de définir une entropie spécifique (c’est a dire une
entropie par unité de massgXt). L'entropie du systéeme s’écrit alors:

S= / ps(Xt)dv (8.9)

— I'entropie n’est définie qu’a une constante pres pour un systéme donné. Il suffit de fixer
en un point et & un instant pour lever cette indétermination.

Le second principe s’exprime par une inégalité

S r g-n
o —dv—/ LA 8.10
_/wT dw T ( )

On voit que, si on considére et %S comme fixés, l'inégalité (8.10) fournit une inégalité a priori

portant sur le taux de chaleur que peut recemoiBi, a lI'instant, la températur@ est uniforme,
(8.10) donne exactement une borne supérieure du taux de quantité de chaleur que peut recevoir
, & savoiT &.

L'inégalité (8.10) peut encore s’écrire

ds d
— — ——+div(=)dv>0 8.11
| og—F+dv(g) 8.11)
en utilisant la formule de Gauss-Ostrogradski et le théoréme 4.3 sur la dérivation d’'une intégrale
prise par rapport a une distribution de masse. Sous forme locale, nous avons
ds q

pa— ?—FdIV(T)

Il est souvent intéressant d’exprimer cette inégalité en ne faisant pas apparaitre le terme de
source de chaleur. On peut éliminer en se servant du premier principe (8.8). Conmmest
positif, on obtient

0 (8.12)

ds de -
p(Ta—a)-l-OijVi’j—_l—q'graerO (8.13)

Il est aussi indiqué d’introduire I'énergie libre spécifique, définie par
p=e—Ts (8.14)
qui permet d’écrire (8.13) sous la forme de I'inégalité
dlp ~ g-gradr
- > A
Pl t dt ) T 20 (8.15)
souvent appelée I'inégalité de Clausius-Duheim. L'énergie libre s’exprime en fonction de I'en-

tropie comme variable indépendante alors que la variable indépendante est la température pour
I'énergie libre.
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Le membre de gauche de (8.15) est la dissipation rthtEe second principe nous apprend
donc que la dissipation doit toujours étre positive. Cette dissipation se compose de deux termes:

— la dissipation intrinséque (ou mécanique) volumique

d
dm: p(dl:J‘f_SE)_f’O-UWJ (816)
— la dissipation volumique thermique
dtih = _g-gradr (8.17)

T

Il est d'usage d’'imposer le caractere positif de ces deux dissipations indépendemment.

La positivité de la dissipation thermique implique que le produit scalaire du vecteur courant
de chaleur et du gradient de température est négatif. Lorsque la conduction est isotrope, la
relation liantd etgradr s'écrit :

d = —kgradr (8.18)
ouk est le coefficient de conduction. La loi (8.18) est appelée loi de Fourier. Habituellement, on
se contente de supposer duee dépend que de la température ou méme, plus particulierement
encore, qud est une constante.

L'expression de I'énergie libre massique pour un milieu thermoélastique en hypothése HPP
est

W(T.8) = Wo—So(T —To) + 5~ ()‘(skk)z + 248 Eij — 25—

a(T — To)ekk— Po— (T — T
200 2\)( 0)Ekk — PO 0( 0)?

(8.19)
ou
— g est I'énergie libre a déformation nulle et une température de réféfignce
— g est I'entropie a déformation nulle et température de référégre
— cest la chaleur spécifique a déformation constante.
Calculons I'expression de la dissipation mécanique pour un matériau thermoélastiquell vient

a

. opdr  op.  dT .

= p (ﬁa‘f’a |J IJ+Sdt)+O-”VI’J (821)
Ea

= —(Nedij + 2} — T ZV(T To)dij )Vi,j + Oij Vi, (8.22)

-0 (8.23)

ou on s’est servi de
— & =Vij;
- g—$ = —spar définition de I'énergie libre;
— la relation de comportement 6.83.
La dissipation mécanique est donc nulle pour un matériau thermoélastique (il est réversible).

1. Nous nous plagons dans I'hypothése HPP et les densités acfusbes trés proches des densités initiales
avant déformatiomg.
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