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1. Eléments de filtrage analogique

1.1. Introduction

Le filtrage est 1'opération qui consiste & modifier les composantes spectrales d'un
signal. Le filtre est un circuit qui réalise cette opération. Les intervalles de fréquence
ou les composants du signal sont transmises sont appelées bandes passantes; les
intervalles ot les signaux sont bloqués sont désignés sous le nom de bandes d’arrét
ou d’atténuation.

1.1.1. Filtre idéal

Un filtre idéal est caractérisé par :

1. une réponse fréquentielle dont le module vaut 1 dans les bandes passantes;
2. une réponse fréquentielle dont le module vaut 0 dans les bandes d’arrét ;

3. un temps de propagation ¢, qui est le méme pour toutes les composantes
spectrales. Ce temps de propagation constant est équivalent & une réponse
fréquentielle & phase linéaire.

Ce type de filtres, purement théorique et bien entendu impossible a réaliser prati-
quement, est celui vers lequel on tend avec un filtre réel. Les réponse fréquentielles
des 4 filtres idéaux de base sont représentés a la figure 1.1.

1.1.2. Formes canoniques

Les filtres réels sont généralement représentés par des fonctions de transfert H(s)
dont les numérateurs et dénominateurs sont des polynémes en s. Ces polyndémes
sont ordonnés de maniére croissante (forme de Bode) ou dans l'ordre décroissant
(forme de Laplace). Dans chaque cas, le premier coefficient de ces polynomes doit
étre égal a un.

Afin de faciliter 'analyse, le tracé des réponses fréquentielles et la réalisation des
filtres, ces polyndmes sont généralement décomposés en facteurs simples d’ordre 1
ou 2. Ces facteurs simples font intervenir une pulsation caractéristique et, pour ceux
d’ordre 2, un facteur de qualité ()g ou, son inverse, le coefficient d’amortissement

¢ =1/2Q0.
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F1G. 1.1.: Réponses fréquentielles des filtres idéaux

L’ensemble des possibilités de description des filtres se réduit donc aux facteurs
simples suivants représentés sous la forme de Bode :

2
s 1 s s
o 1+@w—o+<w—o>
(1.1)
2
142 12+ (2)

On y trouve :

— les pulsations caractéristiques w; et wy;
le facteur de qualité Qg ;
le coefficient d’amortissement ¢ = 1/(2Q).

Voici un exemple d’écriture de fonctions de transfert dans les formes de Bode et de
Laplace :

H(s) = 14 s/w;
14 2¢ (s/wp) + (s/wp)?
H(s) = Wy (s 4+ wq)

_w_152+2(’w05+w§

1.1.3. Formes normalisées

Il est d’usage de décrire ces fonctions de transfert a ’aide de polynomes normalisés
dans lesquels les pulsations caractéristiques sont unitaires. Les polynémes normalisés
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d’ordre 1 s’écrivent alors sous la forme :
P1(8>:5—|—1 (12)
et il est sous-entendu qu’ils correspondent a 1'un des deux polynémes suivants :

S+ wq
1+ =

w1

Les polyndémes normalisés d’ordre 2 s’écrivent sous la forme :
Py(s)=s*+2(s+1 (1.4)
et, il est sous-entendu qu’ils correspondent a I'un des deux polynomes suivants :

s% + 2Cwo s + Wi
PQ(S) = ) (15)
14202+ 5

w

1.1.4. Filtres d'ordre 2

Les filtres fondamentaux sont du type passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-
bande. A ceux-ci, on peut en ajouter beaucoup d’autres tels que, par exemple, les
filtres correcteurs d’amplitude et les filtres déphaseurs.

Passe-

R ] Bande
Y

w | %
aut

C Passe-
Bas

\j v \/

Fi1aG. 1.2.: Filtres d’ordre 2 réalisé avec un circuit série RLC

Coupe-
Bande

La figure 1.2 montre comment le circuit RLC permet de réaliser les 4 filtres de base.
Suivant I’endroit ot I’on recueille la tension de sortie, on trouve en effet :

— le filtre passe-bas aux bornes de la capacité

1
14 2¢(s/wo) + (s/w0)”

HPB(S)
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— le filtre passe-bande aux bornes de la résistance

2¢ (s/wo)

Hpa(s) = (1.7)
1+ 2¢ (s/wo) + (s/wo)”
le filtre passe-haut aux bornes de lI'inductance
2
s/w
Hpuls) = (sjun)” (18)
14+ 2¢ (s/wo) + (s/wo)
le réjecteur de bande aux bornes de I'inductance et de la capacité
14 (s/wp)?
Hga(s) (/o) (1.9)

T 1+ 20 (s/wo) + (s/wp)?

Dans le cas du filtre passe-bande d’ordre 2, on n’oubliera pas les relations impor-
tantes suivantes :

Wo 2

— Wi = Ws - W; (1.10)
Qo

ol w;, ws, Aw sont, respectivement, les pulsations de coupure inférieure, supérieure
et la bande passante du filtre.

Aw=ws —w; =

1.2. Filtres optimums

1.2.1. Gabarit

Contrairement au filtre idéal, un filtre réel posséde une bande de transition entre les
bandes passantes et d’arrét et les spécifications du filtre sont généralement données
a l'aide d'un gabarit (figure 3.1). Celui-ci précise les bandes passantes, bandes de
transition et bandes d’arrét souhaitées.

A la donnée du gabarit, on peut ajouter des spécifications telles que

— Pamplitude de I'ondulation acceptée dans les bandes passantes et/ou d’arrét
— P'uniformité du temps de propagation dans la bande passante (phase linéaire).

Il est important de relever ici que les gabarits ne sont pas toujours aussi simples
que celui de la figure 3.1. Pour exemple, vous trouverez a la figure 1.4 le gabarit que
doivent respecter les transmissions téléphoniques aux USA.

1.2.2. Approximations

Suivant le cahier des charges donné, la réalisation d’un filtre passe-bas conduit a des
fonctions de transfert dont les dénominateurs sont des polynémes qui optimisent au
mieux les contraintes demandées. Ces polynomes, appelés polyndémes d’approxima-
tion, réalisent des filtres caractérisés par I'une ou l'autre des propriétés suivantes :

une bande passante plate au maximum pour les filtres de Butterworth;
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F1G. 1.4.: Gabarit de transmission téléphonique (Copyright 1975, ATT Company)
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— un temps de propagation uniforme (ou une phase linéaire) dans la bande passante
pour les filtres de Bessel;
une bande de transition étroite obtenue au dépend d’une ondulation de la réponse
fréquentielle dans la bande passante pour les filtres de Tchebycheff de type 1.

Les filtres ci-dessus sont des filtres dits tout poles pour lesquels le numérateur est
d’ordre 0. Leurs fonctions de transfert s’écrivent alors sous la forme :

(1.11)

D’autres approximations de filtres réels existent comme par exemple :

les filtres de Tchebycheff de type II qui n’ont pas d’ondulations dans la bande
passante mais en possédent dans la bande d’arrét ;

— les filtres elliptiques pour lesquels on accepte des ondulations dans les bandes
passantes et d’arrét.

Les fonctions de transfert de ces filtres sont alors décrites par un rapport de deux
polynomes ;

(1.12)

Suivant la nature du filtre les performances sont sensiblement différentes; elles sont
présentées dans le tableau 1.1.

‘ H Butterworth ‘ Bessel ‘ Tchebycheff T | Tchebycheff 11
Régularité de la courbe d’amplitude excellente satisfaisante | ondulations bonne
Raideur de la transition faible médiocre bonne moyenne
Régularité du temps de propagation faible excellente médiocre faible
Qualité de la réponse temporelle satisfaisante excellente mauvaise bonne
Facteurs de qualité moyens faibles élevés moyens
Disparité des composants faible trés faible forte faible

TAB. 1.1.: Caractéristiques selon le type de filtres [4]
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1.2.3. Temps de propagation

On sait que le déphasage est une mesure du décalage temporel ¢; entre deux signaux
périodiques de méme nature et que I'on a la relation suivante :

¥ _l
2 T
De maniére équivalente, cela s’écrit
2m pw) _ . ew)
=—ti=wty & tg= =T
Plw) T Wi d w 27

Lorsque I'on s’intéresse au temps de propagation t, d’un filtre réel, celui-ci est négatif
et on le définit comme suit

tp(w) = - (1.13)

t,=— —~ (1.14)

Dans le cas ou le temps de propagation est constant, toutes les composantes spec-
trales d’'un signal sont retardées du méme temps ¢, et le signal temporel est ainsi
peu déformé.

1.2.4. lllustration des réponses fréquentielles et temporelles

Pour cette illustration, on considére quatre filtres d’ordre 5 et de nature différente.
Les figures 1.5 a 1.8 illustrent le comportement temporel et fréquentiel des filtres de
Butterworth, Bessel et Tchebycheff T en utilisant des échelles logarithmiques (dia-
grammes de Bode).

Dans un but de comparaison, on y a ajouté un filtre passe-bas composé de 5 cellules
identiques d’ordre 1. Afin que les comparaisons se fassent sur une base commune,
tous les filtres ont la méme pulsation de coupure, a savoir, w, = 1 [rad/sec].

La figure 1.9 permet de comparer les réponses de I’ensemble des filtres. La figure 1.10
utilise des axes linéaires afin de mettre en évidence le comportement de la phase et
celui du temps de propagation des 4 filtres.
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F1G. 1.5.: Filtre de Butterworth (n—5)
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F1G. 1.6.: Filtre de Bessel (n—5)



Diagrammes de Bode
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F1G. 1.7.: Filtre de Tchebycheff (n=5)
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F1G. 1.8.: Filtre composé de 5 cellules d’ordre 1
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FiG. 1.10.: Diagrammes linéaires et temps de propagation
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1.3. Filtres de Butterworth

Les filtres de Butterworth sont caractérisés par une réponse en amplitude extréme-
ment plate dans la bande passante. Le carré du module de cette réponse fréquentielle
est décrite par :

1

|H(jw)” = H(jw)H(—jw) = W

(1.15)

On notera que cette réponse est normalisée par rapport a la pulsation de coupure
w. pour laquelle le filtre posséde une atténuation de v/2 = 3dB.

En écrivant la fonction de transfert avec la variable de Laplace et en choisissant
w. = 1, on obtient une description équivalente :

H(s)H(—s) = ﬁ (1.16)

On voit ainsi que le dénominateur de cette description est un polynéme d’ordre 2n

D(s) =1+ (=s*)"=0 (1.17)

dont les racines sont uniformément réparties sur un cercle de rayon unité. L’angle
entre chaque racine vaut 7/n et, suivant que I'ordre est pair ou impair, on aura les
situations illustrées par la figure 1.11.

On notera que les poles a parties réelles positives sont instables. Ils sont dus a H(—s),
la partie non réalisable de la fonction de transfert utilisée pour décrire le module de
la réponse fréquentielle. Les poles restant représentent la fonction de transfert H(s)
du filtre que 'on désire réaliser.

jo/oc

/¢

Fi1G. 1.11.: Position des poles pour un filtre de Butterworth

13
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Comme on I'a dit plus haut, les filtres passe-bas étudiés ici sont des filtres tout poles
décrits de maniére générale par :

1 1

H = =
(s) A(s) 1+ as+as®+ -+ a,s"

(1.18)

Pour calculer le polynéme A(s), il suffit de connaitre les coordonnées de chacun
des poles correspondant aux trinomes constitutifs du polynéme. En effet, si 'on a
P12 = —a :f:]b, il vient :

(s+a-+jb) (s+a—jb)
A(s) = s+ 2a s+ a* + b (1.19)

s+ 2as+1

avec a2 +b? = 1 car les racines normalisées par rapport a w, se situent sur un cercle
de rayon unité.

Dans le cas d’un polynome d’ordre 5, ce dernier sera décomposé en 3 polynémes de
base provenant du pole réel et des 2 paires de poles complexes :

Poles Polynomes
p1:—1 P1(8)21+S
P23 = —0.809 £ j0.588 || Po(s) =1+ 1.618 s + s*
pas = —0.309 £ 50.951 || P3(s) =1+ 0.618 s + s*

On notera que pour chaque cellule d’ordre 2, le facteur de qualité correspondant Qo
est donné par I'inverse du deuxiéme coefficient. Ainsi, pour le polyndéme d’ordre 5,
on aura Qpy = 1/1.618 et Qo3 = 1/0.618.

1.3.1. Tableau des polynémes de Butterworth

Connaissant la position des poles d’un polynome d’ordre n quelconque, il est aisé
d’en calculer les trinomes constitutifs. Ceux-ci sont donnés dans le tableau 1.2.

1.3.2. Ordre et pulsation caractéristique d’un filtre

Dans 'analyse des filtres, il est fréquent d’exprimer la réponse fréquentielle & I'aide
de Patténuation A(jw) définie comme U'inverse de H(jw) :

A(jw) =

TG (1.20)

14
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Ln ] P(s)
1| (1+5s)
2 | (1+1.414s+ s?)
3 | (1+s)(1+1.000s + s?)
4 | (1+1.848s+ s%) (1+0.765s + 57)
5 | (1+5)(1+1.618s+s?) (1+0.618s + s?)
6 | (1+1.932s+s%) (1+1.414s+ s%) (1 +0.518s + s?)
7 | (L+5) (1+1.802s + s%) (1+ 1.247s + s%) (1 + 0.445s + 5?)
8 | (141.962s 4 s?) (14 1.663s + s?) (14 1.111s + s?) (1 + 0.390s + s?)
9 | (1+s)(1+1.879s+ s%) (1+1.532s + s%) (1+ 1.000s + s?) (1 + 0347s + s?)
10 | (1+1.9755+s%) (14 1.782s + 5%) (1 4 1.414s + 5%) (14 0.908s + s?) (1 +0.313s + s?)

TaB. 1.2.: Quelques polyndémes de Butterworth

15
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L’atténuation d’'un filtre de Butterworth est alors décrite par
W 2n
|AGw)? =1+ (w—) (1.21)

Comme la connaissance des 2 paramétres n et w. suffit a caractériser la réponse
fréquentielle d’un filtre de Butterworth, la donnée d'un gabarit passe-bas a 'aide de
2 coordonnées suffit pour déterminer complétement le filtre (figure 1.12).

H H

Fia. 1.12.: Gabarit et réalisation d’un filtre de Butterworth

En effet, sachant que les atténuations aux points P (fin de la bande passante) et A
(début de la bande d’arrét) s’écrivent :

2n
. 2 w
|A(jw,)|”" = A2 =1+ (w—p> (1.22)
2n
|A(jwa)? = A2 =1+ (ﬂ) (1.23)
We

On résout aisément ce systéme de 2 équations a 2 inconnues en effectuant le rapport
des deux équations aprés avoir passé la valeur 1 dans le membre de gauche. Prenant
le logarithme des deux membres de 1’équation, on obtient finalement :

g (42— 1)/ (42— 1)
-2 log (wy/w,)

(1.24)

Une fois 'ordre connu, on peut calculer la pulsation de coupure & partir d’une des
deux équations d’atténuation. Ce qui donne

Wm

(A2(wm) = 1)

we = (1.25)

avec
Wy, = Wy OU Wy

Comme la valeur trouvée pour 'ordre n du filtre n’est généralement pas un entier,
on l'arrondit a une valeur entiére supérieure. On peut ainsi calculer deux valeurs
différentes pour w, : 'une avec la pulsation w, et I'autre avec la pulsation w,.

16
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En choisissant I'une ou 'autre de ces deux pulsations caractéristiques, la courbe de
réponse fréquentielle touchera 1'une ou l'autre partie du gabarit (figure 1.12a); ce
qui n’est pas satisfaisant. Par contre, en prenant pour w. la moyenne géométrique
des deux valeurs ainsi trouvées, on permettra a la courbe de réponse fréquentielle
de ne pas toucher le gabarit (figure 1.12b).

1.3.3. Synthése d'un filtre de Butterworth

Dans I'exemple qui suit, on souhaite réaliser un filtre passe-bas de gain unité ne
comportant pas d’oscillations dans la bande passante et satisfaisant au gabarit sui-
vant :

H,=-1dB  f,=1kHz
H,=-40dB  f,=3kHz

Pour ce faire on demande de :

1. trouver l'ordre n et la fréquence de coupure f, du filtre;
2. calculer les facteurs de qualité et le polynéme de réalisation ;

3. tracer les réponses fréquentielle et temporelle.

Solution :
1. On a :

A,=1/H,=+1dB =1.122 = A2 —1=10.2589

A, =1/H, = +40dB = 100 = A2 —1~10

d’ou lon tire :

. Llogs [(A2—1) /(A2 1) _ 110g(0.2589/10") 4805
- 2 lOQ (wp/wa) 2 log (1/3) | -

f 1kHz

- _ = 1.145kH

Jew (A2 1) 02580110 o

p
H
fro = —1 SEIE _ ouk

(42 — 1)1/2n ~ 104/10
On peut ainsi calculer la fréquence de coupure

fo=fep Joa=11TkHz

17
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2. D’apreés le tableau 1.2, le polyndme normalisé d’ordre 5 vaut :

Psn(s)=(1+s) (14 1.618s+s%) (1 +0.618s + s?)

On en déduit immeédiatement les facteurs de qualité en prenant l'inverse des
coefficients d’ordre 1 des deux trinomes :

1
Qo2 To1S 0.618 5.7d

1
Qoz = 0618~ 1.618 = +5.7dB

En remplagant la variable s par s/(27 f.) = 1.36-107% s, on obtient le polynome
de réalisation :

1+220-107"s+1.85-107% %) -

Pi(s) = (1+1.36-107"s) -
(
(1+0.84-10"*s+1.85-107"57)

. Partant du polynéme Ps(s), on en déduit H(s) = 1/Ps(s) et on peut calcu-

ler puis tracer les réponses fréquentielles de chaque cellule (figure 1.13). La
somme (en dB) de ces 3 réponses donne la réponse fréquentielle du filtre de
Butterworth d’ordre 5 (figure 1.14). Les réponses impulsionnelle et indicielle
sont également présentées dans la figure 1.15.

Cellule No.1 Cellule No.2 Cellule No.3
5 T 5 T 5 J\
0 A\ — 0 j — 0
-5t 1 -5 1 -5
=10 -10 -10
o
B, -15F -15F =151
()
°
2
g 20} -20} -20}
<
=25 b =251 -25
=30 -30 =30
-35f 1 -85 -35
_40 2 ‘ 3 4 _40 2 ‘ 3 4 _40 2 ‘ 3 4
10 10 10 10 10 10 10 10 10

fréquence [Hz]

F1G. 1.13.: Réponses fréquentielles de chaque cellule
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F1G. 1.14.: Réponse fréquentielle d'un filtre de Butterworth d’ordre 5
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F1G. 1.15.: Réponses temporelles d'un filtre de Butterworth d’ordre 5
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1.4. Filtres de Tchebycheff

Lorsque les spécifications du gabarit permettent une ondulation dans la bande pas-
sante du filtre, on utilise fréquemment un filtre de Tchebycheff de type I dont la
réponse fréquentielle est décrite par :

1

HG = HG)H(39) = 1o

(1.26)

avec w, délimitant la bande dans laquelle on accepte une ondulation r généralement
exprimée en dB. On voit donc que pour les filtres de Tchebycheff, la pulsation de
normalisation n’est plus la pulsation de coupure mais la pulsation d’ondulation w,.

La fonction C,, décrivant la réponse fréquentielle du filtre est oscillante dans la bande
passante et croissante dans la bande d’arrét. Elle est décrite par :

cos (n arccos (w/w,)) si w/w, <1
Cp (w/wy) = (1.27)
cosh (nacosh (w/w,)) st w/w, > 1

L’amplitude € de la fonction C,, est liée & 'ondulation r acceptée dans la bande
passante au travers de la relation suivante :

1+&=r & &=10"#1"_1 (1.28)

1.4.1. Caractéristique des filtres de Tchebycheff

La réponse fréquentielle des filtres de Tchebycheff est illustrée par la figure 1.16 pour
laquelle on a pris r = 1dB. On constate que le nombre d’extrémas présents dans
la bande d’ondulation est égal a 'ordre du filtre et que les ondulations se situent
au-dessus ou au-dessous de 1 suivant que le filtre est d’ordre pair ou impair.

On se souviendra que la pulsation de la bande d’ondulation w, sert de pulsation de
normalisation et qu’elle est reliée a la pulsation de coupure w,. par la relation :

e = wy cosh <%acosh(1/e)> (1.29)

1.4.2. Calcul de l'ordre d’un filtre de Tchebycheff

Comme la donnée de la largeur de la bande d’ondulation fixe la pulsation de nor-
malisation w,, il suffit de connaitre un point de la bande d’arrét et 'amplitude € de
I'ondulation admise pour déterminer I'ordre n du filtre [1] :

log (\/Az — 1+ /A2-1- 62) — log(€)

08 ((waior) + flwnfr —1)

n > (1.30)
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1.4. Filtres de Tchebycheff

1.2 ;;;;;;
L - — - r=112=+1dB

Amplitude

o
®

0.6

bande d'ondulation

0.4

bande passante

0.2F

1.2 1.4 1.6 1.8 2
Pulsation normalisée w/o,

F1G. 1.16.: Réponse fréquentielle des filtres Tchebycheff

Dans la situation fréquente ou I'atténuation A, est plus grande que 10, cette expres-
sion peut étre simplifiée pour donner :

. log (2 A, /¢€)

 tog (G + lanfur - 1) o

1.4.3. Tableau des polynémes de Tchebycheff

On peut montrer que les racines des polynomes réalisant la réponse fréquentielle
décrite par I'équation (1.26) se situent sur une ellipse dont le petit diamétre dé-
pend de 'ondulation r. A partir de cette ellipse, on peut calculer les polynémes de
Tchebycheff dont quelques uns sont données dans le tableau 1.3 pour » = 0.5 et
1.0dB.

1.4.4. Synthése d'un filtre de Tchebycheff

Dans I'exemple qui suit, on souhaite réaliser un filtre passe-bas de gain unité pour
lequel on accepte une ondulation de 1 dB dans la bande passante et satisfaisant au

gabarit suivant :
H.=1dB fr=1kHz
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

P(s) pour r = 0.5dB = 1.059 ou € = 0.3493
1| (1+0.349s)
2 | (1+40.940s + 0.6595?)
3 | (1+1.596s) (1+ 0.548s + 0.87552)
4 | (1+2.376s + 2.8065%) (1 + 0.330s + 0.940s?)
5 | (1+2.760s) (1 +1.230s + 2.0975%) (1 4 0.216s + 0.9655)
6 | (1+3.692s+6.370s2) (1+0.719s + 1.6955%) (1 + 0.152s + 0.977s?)
7 | (143.904s) (1+ 1.818s + 3.939s2) (1 + 0.472s + 1.477s?) (1 4 0.11250.984 + s?)
8 | (14 4.981s+11.3657) (1 + 1.037s + 2.788s?) (1 + 0.335s + 1.349s2) (1 + 0.086s + 0.98857)
n P(s) pour r = 1.0dB = 1.122 ou € = 0.5089
1| (1+0.509s)
2 | (140.9965 + 0.907s?)
3 | (14 2.024s) (1+0.497s + 1.006s?)
4 | (1+2.411s+3.579s%) (1 + 0.283s + 1.014s?)
5 | (1+3.454s) (1+ 1.091s + 2.329s%) (1 + 0.181s + 1.0125?)
6 | (1+3.7225+8.019s2) (1 + 0.609s + 1.793s) (1 + 0.126s + 1.009s?)
7 | (1+4.868s) (1+ 1.606s +4.339s2) (1 +0.392s + 1.5305%) (1 + 0.092s + 1.007s?)
8 | (1+5.010s+ 14.235%) (1 + 0.876s + 2.9345) (1 + 0.276s + 1.382s2) (1 4 0.070s + 1.00652)
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1.4. Filtres de Tchebycheff

H,=-40dB fo=3kHz
Pour ce faire on demande de :
. calculer I'ordre n du filtre et sa fréquence de coupure f,;
. calculer les fréquence caractéristique et facteur de qualité de chaque cellule;

1
2
3. calculer le polynome de réalisation ;
4

. tracer les réponses fréquentielle et temporelle.

Solution :
1. On a :

Apzl/HrzrzldB:1.122 = e=vr2—1=0.5089
Ay =1/H, = +40dB =100 et  w, = fo/f, =3
d’ou l'on tire :
log (2 A, /€)
log (<wa/wr> (wnfr)? )

log (200,/0.5089)
log (34 V32 —1)

=339 ~4

fe = f cosh (%acosh(l/e))

1
= 1kHz - cosh <Zacosh(1/0.5089)> = 1053 Hz

2. Du tableau 1.3, on tire le polyndme normalisé pour une ondulation de 1 dB
Pyn(s) = (1+2.411s 4 3.5795%) (1 + 0.283s + 1.014s%)

On en déduit immédiatement les 2 facteurs de qualité

V3.579 Vv1.014

Qo = 5 = 0.785 d Que = g = 356 = +11d
et les 2 fréquences caractéristiques
for = ' _sosp fo2 = I _ o931

V3.579

3. Effectuant le changement de variable

v1.014

=1.59-107*

S —

27 f,
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

sur le polynome normalisé
Py (s) = (1+2.411s + 3.5795%) (1 + 0.283s 4 1.014s7)
on obtient le polynome de réalisation :
Py(s) = (1+3.84- 107" s +9.066 - 10®s*) (1 +0.45-10""s + 2.568 - 10™%s%)

A ce polynome correspond la fonction de transfert suivante :

1
(1+384-10"%5+ 9.066 - 10-552) (1 + 0.45 - 1045 + 2.568 - 10-552)

H4(S) =

dont les pulsations caractéristiques, facteurs d’amortissement et de qualité
valent, :

W1 = W = 3321 rad/sec Woe = \/W = 6240 rad/sec
Jor =%5% =528H= foo =42 =993 Hz

Cl _ 3.84-102*4 wor — ().637 <2 _ 0.45-102*4 woz — ().1405

Qo = 55 = 0.785 = —2dB Qo2 = 35 = 3.56 = 11dB

Les réponses fréquentielles des deux cellules sont tracées a la figure 1.17. La somme
(en dB) de ces 2 réponses donne la réponse fréquentielle du filtre de Tchebycheff
d’ordre 4 (figure 1.18). Les réponses impulsionnelle et indicielle sont présentées dans
la figure 1.19.

1.5. Filtres de Bessel

Comme on vient de le voir, les filtres de Butterworth et Tchebycheff conduisent a
des réponses indicielles ayant un fort dépassement malgré le fait que les amplitudes
des composantes spectrales soient pratiquement maintenues a leurs valeurs dans la
bande passante. Ce phénoméne provient du fait que le déphasage de chacune de ces
composantes n’est pas proportionnel & sa fréquence.

Avec les filtres de Bessel (dits également de Thomson), on obtient des réponses
indicielles presque sans dépassement grace au temps de propagation qui, dans la
bande passante, est pratiquement indépendant de la fréquence. Cela se paye natu-
rellement par une réponse fréquentielle en amplitude moins abrupte dans la bande
de transition que les filtres précédents (le filtre idéal n’existe pas encore!).

Un temps de propagation constant (indépendant de la fréquence) signifie que toutes
les composantes spectrales d’un signal sont transmises avec le méme décalage tem-
porel. L'intégrité de la forme du signal est ainsi respectée sauf pour les composantes
spectrales que 'on désire supprimer par filtrage des amplitudes.
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1.5. Filtres de Bessel

Cellule No.1 Cellule No.2
15 T 15 T
10 B 10 B
5F B 5F B
0 g 0 i
_5 = - _5 = -
o
S-10r 1 -10f 1
[}
o
2
g— -15r b -15r B
©
-20r B -20r B
-25r b -25r B
=30 B =30 B
-35r b -35r B
—40 2 . 3 4 —40 2 . 3 4
10 10 10 10 10 10
fréquence [Hz]
F1G. 1.17.: Réponses fréquentielles des 2 cellules
Bode d'un Tchb PBas d'ordre 4 Tchb PBas d’ordre 4
T T T
0 /\/\ 4 1 i
_10 = |
0.8 b
— =20} 4
S 5
$ T 0.6 ,
2 =
s 2
% -30r B 3
0.4 b
—40F 4
0.2} B
_50 = |
-60 i 0 i i
10° 10° 10* 0 1009 2000 3000
fréquence [Hz] fréquence [HZ]

FiG. 1.18.: Réponse fréquentielle d’un filtre de Tchebycheff d’ordre 4
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Réponse impulsionnelle

2500 T
2000
1500
=
$ 1000
=
E— 500
S
0
-500
-1000 Il Il Il Il 1
0 0.5 1 15 2 25 3
x10°
Réponse indicielle
1.4 T
1.2 nl
1 =
=
o8 i
2
g 0.6 =
©
0.4+ =
0.2 4
0 Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3
temps [sec] -3

x 10

F1G. 1.19.: Réponses temporelles d'un filtre de Tchebycheff d’ordre 4

1.5.1. Phase linéaire et temps de propagation

On a vu au paragraphe 1.2.3 que le temps de propagation ¢, est défini comme suit

ty(w) = - (1.32)

t,=— 2 (1.33)

Dans le cas ou le temps de propagation est constant (indépendant de la fréquence
du signal), on dit que 1'on a affaire a des filtres & phase linéaire car, dans ce cas, on
a bien évidemment

p(w) = —wt, (1.34)

C’est la propriété essentielle des filtres de Bessel.

1.5.2. Temps de propagation des filtres passe-bas

On montre aisément que la phase de cellules d’ordre 1 ou 2

H, (ju) = ﬁ (1.35)
Hy(jw) ! (1.36)

T 14 1/Qo jw/wo + (jw/wo)?
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1.5. Filtres de Bessel

valent respectivement

¢1(w) = —atan (w/wq) (1.37)
— _atan w/ (Qowo)
p2(w) = —at <71 ~ (w/wO>2) (1.38)

Les temps de propagation valent alors

(W) _ atan (w/wr)

tpvl(w) = o "
w/(Qowo)
_ po(w)  Atan <1—<w/wo>2>
tpa(w) = — o o

La valeur du temps de propagation est généralement donnée pour les basses-fréquences
(w — 0); on obtient alors pour les cellules d’ordre 1 et 2, respectivement

1
tp71 - tp72 (139)

%1 - Qo Wo

Comme un filtre d’ordre quelconque est constitué de cellules d’ordre 1 et 2, les temps
de propagation s’ajoutent pour donner

1
t, = _— 1.40
P ; Qo,k Wo,k ( )

avec (Qor = 1 pour les cellules d’ordre 1.

1.5.3. Fonctions de transfert

Les fonctions de transfert conduisant a un temps de propagation constant dans la
bande passante possédent un dénominateur décrit par des polynémes de Bessel

=1+ bys+bys® +---b,s" (1.41)

dont les coefficients se calculent de maniére itérative

2(n—k+1)

bk:k(Qn—l{:+1)

b1 avec b =1 (1.42)

Le tableau 1.4 donne quelques polynomes de Bessel décomposés en produits de
bindmes et trindbmes normalisés par rapport a la pulsation de coupure du filtre. Le
tableau a été construit en recherchant numériquement les racines des polynomes
originaux et les pulsations de coupure.
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

n‘ P(s)

11 (1+s)

2 | (1+1.3614s + 0.61785?)

3| (1+1.3225s) (14 0.9998s + 0.4773s?)

4 | (1+ 1.3389s+ 0.4883s%) (1 + 0.7738s + 0.388552)

5 | (1+1.5015s) (1 + 1.1408s + 0.4133s5) (1 + 0.6219s + 0.32495s7)

6 | (1+1.2224s+ 0.3891s%) (1 + 0.9691s + 0.3509s2) (1 + 0.5133s + 0.2759s?)

7 | (1+1.6840s) (1 + 1.0946s + 0.339657) (1 + 0.8305s + 0.30125%) (1 + 0.4333s + 0.238257)

8 | (1+ 1.112s + 0.31665%) (1 4 0.976s + 0.29845%) (1 4 0.721s + 0.26255%) (1 4 0.373s + 0.209s?)

TAB. 1.4.: Quelques polyndémes de Bessel-Thomson

1.5.4. Synthése d'un filtre de Bessel

D’un point de vue analytique, il n’existe malheureusement pas d’approche simple
pour trouver les poles de H(s). On ne peut donc pas déterminer analytiquement la
valeur de la pulsation de coupure et trouver 'ordre du filtre & partir d’un gabarit.
On se contente alors d’une approche itérative conduisant a vérifier si un filtre donné
(ordre et pulsation de coupure) entre bien dans le gabarit requis. La synthése se
résume donc a définir la bande passante (-3 dB) désirée et a choisir un ordre du
filtre suffisamment élevé pour atteindre I’atténuation souhaitée.

A titre illustratif, considérons le cas d’un filtre de Bessel d’ordre 6 et de pulsation de
coupure w, = 1 [rad/sec]. Du tableau 1.4, on tire le polynéme normalisé par rapport
a la pulsation de coupure w.. Comme nous avons choisi de prendre w, = 1 [rad/sec|,
ce polynéme n’a pas besoin d’étre modifié et I'on a

1

H =
(s) (1 + 1.22245 + 0.389152) (1 + 0.9691s + 0.3509s2) (1 + 0.51335 + 0.275952)

De cette fonction de transfert, nous déduisons que le filtre est réalisé a ’aide de trois
cellules d’ordre 2 caractérisées par :

1 [rad] 1
= —==160 | — = =051
O 03801 see] 90T Tomaa,
1 [rad] 1
= ——F—=169 | — = =061
2= 0,350 | sec | Qo2 = 55601 - wny
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1.6. Largeur de bande et durée de la réponse temporelle

1 rad 1
= —=190 |— = =1.02
8= 02759 [sec} Q03 = 55133 g

Comme le temps de propagation total est égal & la somme des temps de propagation
de chaque cellule, on a

t, = —— =1.22+0.97 4+ 0.51 = 2.70 [sec]

La figure 1.20 montre la réponse fréquentielle de ce filtre d’ordre 6 dont la pulsation
de coupure vaut 1 rad/sec. La figure 1.21 illustre la réponse indicielle du filtre. Il est
intéressant de relever que le temps nécessaire pour atteindre le 50% de la réponse
indicielle correspond au temps de propagation du filtre. Enfin, la figure 1.22 montre
comment la phase et le temps de propagation changent avec la pulsation. On voit
bien que, dans la bande passante, la phase varie linéairement et que le temps de
propagation est pratiquement indépendant de la pulsation.

Réponse fréquentielle
10 ‘ ‘ S A ——

—8071 H H “““10 H H —
10 10 10

w/w
[

F1G. 1.20.: Réponse fréquentielle d’un filtre de Bessel d’ordre 6

1.6. Largeur de bande et durée de la réponse
temporelle

Lors de I'utilisation des filtres, on souhaite souvent avoir simultanément une bande
passante étroite et un régime transitoire rapide. Or, cela est inconciliable. Pour le
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Réponse indicielle
T T T

08| ~ : .

0.6 n

y()

0.4r- =

F1G. 1.21.: Réponse indicielle d'un filtre de Bessel d’ordre 6

Phase et temps de propagation
4 T T T T T T

0 H(jw)
o
|

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 1.8 2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 18 2

F1G. 1.22.: Phase et temps de propagation d'un filtre de Bessel d’ordre 6
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1.6. Largeur de bande et durée de la réponse temporelle

voir, considérons un filtre passe-bande dont la fonction de transfert est décrite par
sa pulsation caractéristique wy et son facteur de qualité Q) :

H(S) _ 1/@0 (5/w0>

- ~ (1.43)
1+1/Qo (s/wo) + (s/wo)

Sachant que le facteur de qualité et la largeur de bande sont reliés entre eux par

Wo

Aw=—
Qo

(1.44)

la fonction de transfert du filtre passe-bande peut également s’écrire sous la forme

Aws
2+ Aws + Wi

H(s) = (1.45)

Les poles de cette fonction de transfert valent :

Aw Aw)?
P2 = (7) ~ b
Aw

Si le filtre passe-bande est sélectif, le facteur de qualité est élevé et I'expression des
poles se simplifient pour donner :

Aw )
Pra ™~ —— + jwo (1.46)

La réponse transitoire du filtre est alors décrite par :
' ' Aw
yn(t) = AreP’ + AyeP?’ = A exp _Tt cos (wot + ) (1.47)

Ceci est une réponse oscillante amortie dont la constante de temps 7 vaut 2/Aw =
1/mAf. Considérant que la durée du régime transitoire vaut environ 3 constantes
de temps, on en tire la relation importante suivante :

3 1

Cette relation montre que I'on ne peut pas avoir simultanément une grande sélecti-
vité (Af petit) et un régime transitoire court (At petit). Une conclusion similaire
est vérifiée pour les filtres autres que passe-bande pour lesquels on ne peut pas avoir
simultanément une bande de transition étroite et un temps d’établissement rapide.
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1.7. Reéalisations des filtres analogiques

1.7.1. Filtres normalisés

Comme on 'a déja dit, les filtres sont représentés par des fonctions de transfert dont
les numérateurs et dénominateurs sont des polynémes P(s) décomposés en facteurs
simples d’ordre 1 ou 2 :

Pi(s) = 14 s/w (1.49)
1 s s\’
P = g () 10

Aussi, pour caractériser un filtre d’ordre quelconque, suffit-il de donner les pulsations
caractéristiques et les facteurs de qualité de chaque cellule. C’est ce qui est fait pour
les filtres passe-bas dans le tableau 1.5.

On notera que pour les filtres de Butterworth et Bessel, la pulsation de normalisation
est la pulsation de coupure w, (3 dB d’atténuation). Alors que, pour les filtres de
Tchebycheff, la pulsation de normalisation est celle correspondant a la bande dans
laquelle on accepte une ondulation. LL’amplitude r de ’ondulation admise s’exprime
généralement en dB et les valeurs les plus souvent proposées sont 0.5 dB (5.9%
d’ondulation) et 1.0 dB (12.2% d’ondulation).

1.7.2. Transformations d’un filtre normalisé

[’étude des filtres est basée sur la connaissance approfondie des filtres passe-bas.
C’est donc a partir des caractéristiques des filtres passe-bas que 'on construit celles
des filtres de type passe-haut, passe-bande ou réjecteur de bande.

On vérifie aisément que le passage d'une cellule passe-bas d’ordre 1 a une cellule de
nature différente se fait par les changements de variable donnés dans le tableau 1.6.

La transformation passe-bas vers passe-haut est aisée alors que les deux autres sont
fastidieuses et source d’erreurs. Aussi, dans le cas de filtres passe-bande et coupe-
bande, vaut-il mieux utiliser un outil tel que Matlab qui permet d’obtenir directe-
ment les polynomes de réalisation.

Il est important de noter que, partant d’un passe-bas d’ordre n, le filtre équivalent
passe-bande ou coupe-bande sera d’ordre 2n. La démarche permettant de passer
d’un filtre & un autre est présentée en détail dans [3].

1.7.3. Circuits de Sallen et Key a gain fixe

Comme tout filtre peut étre réalisé a partir de cellules d’ordre 1 ou 2 décrites par
leur facteur de qualité et pulsation caractéristique, on voit qu’il suffit de connaitre
les circuits de base d’ordre 1 ou 2 pour réaliser n’importe quel filtre d’ordre n.

Ces circuits utilisent un amplificateur suiveur (a gain unité) et une réaction positive.
Ils permettent ainsi de réaliser des filtres & gain fixe de type passe-bas, passe-haut
et passe-bande. Leurs schémas sont présentés dans la figure 1.23.
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e
S| Btw ® Bessel Tehb. 0.5 dB Tchb. 1 dB
on o Qv || Tomm | @ P o
11 | 1.000 | | 2.8628 | | 1.9652 |
| 2 [ 1] 07071 [[1.2723 [ 0.5774 [ 1.2313 | 0.8637 || 1.0500 [ 0.9565
3]1 1.3225 0.6265 0.4942
2 || 1.0000 | 1.4474 ] 0.6910 | 1.0689 | 1.7062 | 0.9971 | 2.0177
4 [ 1] 05412 [ 1.4310 | 0.5219 [ 0.5970 | 0.7051 | 0.5286 | 0.7845
2 || 1.3066 | 1.6043 | 0.8055 || 1.0313 | 2.9406 | 0.9932 | 3.5590
51 1.5015 0.3623 0.2895
2 || 0.6180 | 1.5555 | 0.5635 || 0.6905 | 1.1778 | 0.6552 | 1.3988
3 || 1.6180 [ 1.7545 [ 0.9165 || 1.0177 | 4.5450 [ 0.9941 | 5.5564
6 [ 1] 05176 [ 1.6030 | 0.5103 [ 0.3962 | 0.6836 | 0.3531 | 0.7609
2 | 0.7071 | 1.6882 | 0.6112 || 0.7681 | 1.8104 | 0.7468 | 2.1980
3 || 1.9319 || 1.9037 [ 1.0233 || 1.0114 [ 6.5128 || 0.9954 | 8.0037
7[1 1.6840 0.2562 0.2054
2 || 0.5550 | 1.7160 | 0.5324 || 0.5039 | 1.0916 | 0.4801 | 1.2969
3 ] 0.8019 | 1.8221 [ 0.6608 || 0.8227 [ 2.5755 || 0.8084 | 3.1559
4 ] 2.2470 [ 2.0491 [ 1.1263 [ 1.0080 | 8.8418 || 0.9963 | 10.8987
8 1] 0.5098 [ 1.7772 ] 0.5060 [ 0.2967 | 0.6766 ] 0.2651 | 0.7530
2 [ 0.6013 | 1.8308 | 0.5596 || 0.5989 | 1.6107 | 0.5828 | 1.9565
3 1] 0.8999 || 1.9518 [ 0.7109 || 0.8610 [ 3.4657 || 0.8506 | 4.2661
4 ]| 2.5629 | 2.1872 [ 1.2257 || 1.0059 | 11.5308 || 0.9971 | 14.2405
91 1.8570 0.1984 0.1593
2 || 0.5321 | 1.8788 | 0.5197 | 0.3954 | 1.0664 | 0.3773 | 1.2600
3 || 0.6527 || 1.9483 | 0.5895 || 0.6727 [ 2.2131 || 0.6622 | 2.7129
4 || 1.000 [ 2.0808 | 0.7606 || 0.8885 [ 4.4780 || 0.8806 | 5.5266
5 || 2.8794 | 2.3228 | 1.3219 | 1.0046 | 14.5793 || 0.9976 | 18.0286
10 | 1] 0.5062 || 1.9412 | 0.5039 || 0.2372 | 0.6734 [ 0.2121 | 0.7495
2 | 0.5612 | 1.9790 | 0.5376 || 0.4878 | 1.5347 | 0.4761 | 1.8645
3 ] 0.7071 | 2.0606 | 0.6205 | 0.7293 [ 2.8913 || 0.7215 | 3.5605
4 ' 1.1013 | 2.2021 [ 0.8098 || 0.9087 [ 5.6114 || 0.9025 | 6.9367
5 || 3.1962 | 2.4487 | 1.4153 || 1.0037 | 17.9871 || 0.9980 | 22.2630
(M Pour toutes les cellules des filtres de Butterworth, on a wr/we =1

TAB. 1.5.: Pulsations et facteurs de qualité des filtres normalisés




1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

C1
R4 B Ro B I
i i +
— —
U —1 Uo
1 o
Filtre passe-bas e
R1
Cq Co -
| | | |
+
|| | |
U1 Ro I:I U
Filtre passe-haut e
R2 o
R1 C2 I
— N N
U C1____ R3 U2

Filtre passe-bande

F1G. 1.23.: Circuits de Sallen et Key a gain fixe

34



1.7. Réalisations des filtres analogiques

Filtre désiré ‘ Caractéristiques H Variable ‘
passe-bas Wi S/ wg
passe-haut Wi Wk /s

passe-bande | wy = /w;w, By = ws—wi || s/wotwo/s

wo By

coupe-bande | wy = /w;ws By = &= Bo

wo s/wotwo/s

TAB. 1.6.: Transformations d’un filtre normalisé

Filtres passe-bas et passe-haut

Les fonctions de transfert des filtres passe-bas et passe-haut sont décrites par :

1
H _ 1.51
PB(S) 1+ CQ<R1 + RQ) S+ ClchlRQ 52 ( )
2
Hpp(s) CiOsfafty 5 (1.52)

- 1 + R1<C1 + Cg) S+ ClC2R1R2 82

Par identification des termes de la forme canonique avec ceux des fonctions de trans-
fert, on montre aisément les résultats suivants :

i S S (1.53)
O CYCyR1R, '
ClR1R2
QorB= """ (1.54)
Cy (Ry + R»)*
R20102
QO,PH — —_———5 (155)
Ry (Cy + Cy)?

Comme le nombre d’éléments indéterminés (4) est plus grand que le nombre d’équa-
tions (2), on doit en choisir 2 au préalable. Afin que le facteur de qualité puisse étre
supérieur a 0.5, on prendra :

1. pour le filtre passe-bas :

Ri=Ry=R (1.56)
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

1 1 G,
Wo = Fp Qo = 2\ &, (1.57)

d’on

1
Co=—— C,=4Q%C 1.58
o B 1e (1.58)

2. pour le filtre passe-haut :
Ci=0,=C (1.59)
d’ou
1 1 /R

= — =—4/= 1.60
“w=er  P=3Vg (1.60)

1
- = 4Q? 1.61
By =5 Qo Ry = 4Q5 Ry (1.61)

Filtre passe-bande

La fonction de transfert du filtre passe-bande de la figure 1.23 est décrite par :

R2 CQR3 S
Heals) = R R, T4 B (R (Ch = o) + RsC B2 _ 04 Cy Ry Ry 2
1 2 14+ 7725 (Ri(Cr + Co) + R3Cy) s+ 525 CiCa Ry Ry s
(1.62)
En choisissant C1 = Cy = C et Ry = R3 = R, on obtient
R2 CRs
Hpa(s) = = = (1.63)
R+ Ry 1 +3r§zQC’Rs+ R+§E2C2R2 52
En identifiant les termes de Hpa(s) avec ceux de la forme canonique
L
H — A Qowo
PA(S) 01+ Qolcuos_‘_és2
0
on montre aisément les résultats suivants :
, 1
AO = HpA(ju)(]) = g (164)
R 1
2 __
1 R
=—4/1+ — 1.66
Qo 3 + 7 (1.66)

Apreés avoir librement choisi la valeur de Ry, on voit que les équations ci-dessus nous
permettent de calculer la valeur des éléments nécessaires a la réalisation d’un filtre
passe-bande :

R=R, (9QF —1) (1.67)

/ R 1 3 Qo
=314+ =—=— 1.68
¢ + R2 WOR (U(]R ( )

On notera qu’a la pulsation caractéristique du filtre, le gain vaut 1/3 et que, si
nécessaire, il faudra corriger le gain global.
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1.7. Réalisations des filtres analogiques

Remarque

Les circuits a gain fixe offrent un moyen simple de réaliser des filtres d’ordre 2.
Cependant, si I’on observe les équations donnant la pulsation caractéristique wy et
le facteur de qualité )y, on voit que I'on ne peut pas varier 'un sans changer I’autre.
De plus, le choix des valeurs normalisées pour les composants R ou C' n’est pas
possible. On préfére donc parfois, lorsqu’il s’agit de filtres passe-bas ou passe-haut,
utiliser les circuits a gain variable.

1.7.4. Circuits de Sallen et Key a gain variable

Leurs schémas sont présentés dans la figure 1.24. On voit qu’ils ont la méme struc-
ture que les circuits précédents sauf que 'amplificateur suiveur est remplacé par un
amplificateur gain variable valant

Rs + Ry R,

=1+ =2

K —
Rs Rs

On montre aisément que les fonctions de transfert de ces filtres sont décrites par :

1

Hep(s) = K97 (3— K) sRC + (sRC)? (1.69)
B (sRC)?

Hen(s) = K= (3— K)sRC + (sRC)? (1.70)

Hpa(s) K (3—K)sRC (1.71)

T 3-K 1+ (3—K)sRC + (sRC)?

L’identification des coefficients des dénominateurs avec ceux de la forme canonique

1 s s\?
Ds:l—l———+<—) 1.72
(s) T b (1.72)
permet de voir que l'on a les relations suivantes :
! (1.73)
w = — .
" RC

1 Ry
— =3-K=2—-— 1.74
Q0 Ry (.74

Comme le nombre d’éléments indéterminés (4) est plus grand que le nombre d’équa-
tions (2), on doit en choisir 2 au préalable. Si, par exemple, on se donne C' et Rj,
on a alors

1

R= —_
WQC

(1.75)

Ry = Ry (2 - é) (1.76)
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

Remarque On notera que le gain en tension des cellules passe-bas et passe-haut
vaut

1
AU,PB:AU,PH:KZB__ZB (177)
Qo
alors que celui du filtre passe-bande
K
AU,PAI?)_7K=3Q0—123Q0 (1.78)

est proportionnel au facteur de qualité; il peut ainsi atteindre des valeurs trés im-
portantes. On préfére alors, pour ce type de filtre, utiliser la cellule & gain fixe.

1.7.5. Reéalisation d’un filtre passe-bande
Donnée

On souhaite réaliser un filtre passe-bande d’ordre n = 6 pour lequel on accepte une
ondulation r = 1dB entre les pulsations wy; = 500 [rad/sec| et wy = 2000 [rad/sec].

Solution

Ce filtre sera réalisé par 3 cellules d’ordre 2 provenant chacune de la transformation
d’une cellule passe-bas d’ordre 1 en une cellule passe-bande. Cette transformation
se fait par le changement de variable suivant (tableau 1.6) :

S/Wok +C<J0k/8

o (1.79)

avec
Wok = \/LT(US Bk = = (180)
Wo Qo
On comprend bien que le calcul de cette transformation a partir du tableau des
polynomes normalisés n’est pas aisée et qu’il vaut mieux utiliser un programme per-
mettant d’obtenir directement les paramétres de chaque cellule. Le logiciel Matlab
se préte particuliérement bien a cela.

Le contenu du fichier permettant de calculer le filtre désiré est donné dans la sec-
tion 1.7.5. On y trouve en particulier la fonction zpk (zero-pole-gain) de Matlab qui
affiche les résultats dans la forme de Laplace :

1658160052.054 s~3

(s~2 + 151.6s + 2.57e005) (s~2 + 741.3s + 1e006) (s~2 + 589.7s +3.891e006)

Dans la forme de Bode, la fonction de transfert du filtre passe-bande & gain unité
s’écrit, alors :

1 s 1 s 1 s
w w w
H(S) _ Qo1 wo1 Qo2 wo2 Qo3 wo3

o 2 2 2
1 s s 1 s s 1 s s
(1+®w—m+<w—m)) <1+®w—w+<w—w>) (H@w—oﬁ(w—og))
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1.7. Réalisations des filtres analogiques

Uq c - | Us
- R
R3
\/ \j
Filtre passe-bas P
R
1
| I—
C C
| | S~
.|.
|| | ] __
R | I
Vs D R4 Uz
R3
v \
Filtre passe-haut P
R
1
| I—
R C
— | |

Filtre passe-bande P

FiG. 1.24.: Cellules a gain variable
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

Les paramétres de chaque cellule se calculent aisément avec la fonction damp qui
fournit les pulsations caractéristiques et facteur d’amortissement de chaque cellule
(voir fichier Matlab). On obtient alors :

wor = 507 [rad/sec] Q¢ = 3.35
woz = 1000 [rad/sec] Q2 = 1.35
wos = 1972 [rad/sec] Qo3 = 3.35

A partir de ces paramétres et du choix du schéma de réalisation, on calcule ai-
sément les valeurs des composants. Adoptant le schéma de Sallen et Key a gain
fixe (figure ?7), et, aprés avoir choisi Ry = 1[k€], on peut calculer les valeurs des
résistances et capacités de chaque cellule passe-bande (équ. (1.67) et (1.68)) :

99.7 [k
R=R, (9Q;—1) =1 15.4[kQ)]
99.7 [k<)
198 [nF]
o =39 _ ] s63inr]
wolt 51 [nF]

Filtre Passe—-Bande d’ordre 6

-60 ; ; ; ; ; | - ;
10 10 10
pulsation [rad/sec]

F1G. 1.25.: Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bande de Tchebycheff
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1.7. Réalisations des filtres analogiques

Fichier Matlab

calcul d’un filtre passe-bande
fmy / novembre 2003
close all; clear all; format compact; format short g;

initialisation

wdeb = 100; wfin = 10e3;

w = logspace(logl0(wdeb),logl0(wfin),500); % 500 points repartis logar.
wdf = [wdeb wfin];

calcul du filtre passe-bande Tchb
wl = 500; w2 = 2000; r = 1; n = 6;
[num den] = chebyl (n/2, r, [wl w2], ’s?);

fonction de transfert du filtre
Gw = tf (num, den);

calcul des facteurs de qualité et pulsation caractéristiques

zpk (Gw) % affichage de G(jw)

[wk zk] = damp(Gw) ; % pulsation caract. et coeff. d’amortissement
Qk = 1./(2%zk); % calcul des facteurs de qualite

Qk_wk = [Qk, wk]
Q0 = Qk(1:2:n);
w0 = wk(1:2:n);

QO_w0 = [QO0, wO] % Q0 et wO de chaque cellule
affichage des resultats
Zero/pole/gain:
1658160052.054 s~3

(s”2 + 151.6s + 2.57e005) (s~2 + 741.3s + 1e006) (s~2 + 589.7s + 3.891e006)
Qk_wk =

3.3449 506.98

3.3449 506.98

1.3491 1000

1.3491 1000

3.3449 1972.4

3.3449 1972.4
QO_w0 =

3.3449 506.98

1.3491 1000

3.3449 1972.4
fonctions de transfert d& gain unité

Gl = t£f([1/Q0(1)/w0(1) 01, [1/w0(1)~2 1/Q0(1)/w0(1) 11);
G2 = t£([1/Q0(2)/w0(2) 01, [1/w0(2)~2 1/Q0(2)/w0(2) 11);
G3 = t£f([1/Q0(3)/w0(3) 01, [1/w0(3)~2 1/Q0(3)/w0(3) 11);

Gw = G1 * G2 * G3;

calcul des reponses frequentielles de chaque cellule
[ampll phil] = bode(G1,w);
[ampl2 phi2] = bode(G2,w);
[ampl3 phi3] = bode(G3,w);
bode (Gw,w) ;

[ampl phil
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1. ELEMENTS DE FILTRAGE ANALOGIQUE

% transformation de 1’objet ampl en un vecteur
ampll = ampll(:); ampl2 = ampl2(:);
ampl3 = ampl3(:); ampl = ampl(:);

% normalisation pour avoir un gain unité du filtre global
ampl = ampl/max (ampl) ;
% tracage
figure;
h = semilogx(w,20%logl0(ampl)); % tracage de G(jw)
set(h,’LineWidth’,2); % ligne plus epaisse
hold on; % maintien de la figure courante
semilogx(wdf,-[r, r],’:’); % ligne en -r [dB]
semilogx (w,20*1logl0(ampll),’:?); % tracage de G1(jw)
semilogx (w,20*1og10(ampl2),’--7); % tracage de G2(jw)
semilogx (w,20*1ogl0(ampl3),’:%); % tracage de G3(jw)
axis([wdeb, wfin,-60, 5]); grid; % definition des axes
title(’Filtre Passe-Bande d’’ordre 6’); J titre du graphe
xlabel(’pulsation [rad/sec]’); % information pour 1’abscisse
ylabel(’H [dB]’); grid on; % information pour 1’ordonnee
hold off; % liberation de la figure courante
print pbande_tch6.eps -deps % sauvegarde dans un fichier .eps

% calcul des composants avec ampli & gain unité
% Rl =R3 =R et C1 = C2 =C, R2 libre

R2 = 1000

R = R2x(9%Q0."2 - 1);

C = 3%Q0./R./w0;

Rk Ck = [R, C]

% affichage des valeurs des composants

% R2 =

% 1000

% Rk_Ck =

% 99696 1.9853e-007
% 156380 2.6315e-007
% 99696 5.103e-008
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1.8. Exercices

FA 1 On souhaite connaitre la réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas de But-
terworth satisfaisant au gabarit suivant :

0dB > H,(3kHz)
H,(10kHz)

—-0.2dB
—40dB

IN IV

Pour ce faire :

calculez 'ordre du filtre et la fréquence de coupure du filtre;
que valent le facteur de qualité et la fréquence de coupure de chaque cellule;
calculez la fonction de transfert H(s) du filtre;

pour chaque cellule, esquissez Hyp(f) puis, justifiez 'allure de Hyy ;

A

pourquoi recommande-t-on de placer les cellules dans I'ordre croissant des
facteurs de qualité?

FA 2 Reéalisez le filtre que vous venez de calculer. Pour ce faire :

1. choisissez le schéma de réalisation du filtre permettant d’utiliser des valeurs
normalisées pour les capacités;

2. calculez les éléments constitutifs du filtre ;

3. que faites-vous pour obtenir un gain global unité ?

FA 3 Vérifiez que pour les filtres de Butterworth le produit des facteurs de qualité
vaut 1 si 'ordre est impair et v/2 si Uordre est impair. Comment justifiez-vous ce
résultat 7
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FA 4 Calculez le temps de propagation d’un filtre de Bessel d’ordre 5 dont la
fréquence de coupure vaut f. = 1[kHz]. Réponse : t, = 386 us

FA 5 On veut réaliser un filtre passe-bas de Tchebicheff satisfaisant au gabarit
suivant :

H,(1kHz) = 0.5dB
H,(2kHz) < —50dB

1. calculez I'ordre du filtre et sa fréquence de coupure;
2. calculez le facteur de qualité et la fréquence caractéristique de chaque cellule;

3. I'ondulation de la réponse fréquentielle du filtre sera-t-elle au-dessus ou au-
dessous du niveau 0 dB?

4. pour chaque cellule, esquissez Hyg(f); justifiez 'allure de Hyy.

FA 6 On vous remet le schéma d’un filtre passe-bas constitué de trois cellules de
Sallen et Key a gain unité dans lequel toutes les résistances valent 10 k(2 alors que
les capacités des 3 cellules valent respectivement

011 =041 ,uF 012 = 0.38 ILLF
021 = 0.56 ,uF 022 =0.28 ,uF
031 =1.54 ,uF 032 =0.10 ILLF

Trouvez le type de filtre ainsi réalisé et sa fréquence de coupure.

FA 7
1. Considérant un filtre passe-bas d’ordre 2

) ¢ = 0.1
T T () + (sfen)?

Hy(s)

wo = 10%[rad/sec]
calculez son équivalent passe-haut ;

2. tracez les diagrammes de Bode asymptotiques des deux filtres;

3. répétez les points 1) et 2) pour un filtre passe-bande;

4. vérifiez vos résultats avec Matlab.

FA 8 Partant d’'un polynome normalisé d’ordre 1, utilisez les transformations cor-
respondantes pour trouver les fonctions de transfert

1. d’un filtre passe-haut de pulsation w, = 103 [rad/sec];

2. d’un filtre passe-bande tel que Qy = 1 et wy = 10 [rad/sec|; que vaudra la
largeur de bande d’un tel filtre ?

3. d’un filtre réjecteur de bande tel que Qy = 10 et wy = 10% [rad/sec]; que
vaudront la largeur de bande d’un tel filtre et I’atténuation obtenue pour w =
Wo ?
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2. Synthese des filtres récursits

2.1. Réponse fréquentielle d'un filtre numérique

Avant de considérer la synthése d’un filtre numérique, rappelons que celui-ci est
décrit par sa fonction de transfert en z qui peut s’écrire sous deux formes équivalentes

Cbp2" b2 by,

H
G = et T,

(2.1)

o bo + blz_1 + o+ b,2"
S ltar it auz
La premiére forme sert essentiellement a l'analyse des performances du filtre (re-

cherche des poles et zéros), alors que de la deuxiéme on tire immédiatement 1’équa-
tion aux différences qui servira a réaliser le filtre :

H(2) (2.2)

y[n] = boll'[n]+blx[n—1]+b2x[n_2]+...
—ayyln—1] —agyn —2] —---

Si I'on souhaite connaitre la réponse fréquentielle d'un filtre, il suffit de remplacer
lopérateur de retard z~! par sa transformée de Fourier

71 e exp(—jwTl) = exp(—5Q) (2.3)

ou 2 est la pulsation numérique ou normalisée qui se mesure en |rad/échantillon|.
On obtient alors

by + by exp(—jQ) + - - - + by exp(—yn )
1+ ayexp(—jQ) + -+ + a, exp(—jn)

H(j$) (2.4)

Comme I'exponentielle imaginaire est périodique, la réponse fréquentielle d'un filtre
numérique est également périodique de période f,. et sa représentation se fait dans
le domaine de fréquences allant de 0 & f./2 (ou f.). Si I'on considére la pulsation
numeérique €2, la représentation se fait alors de 0 a 7 (ou 27) .

On notera que les valeurs particuliéres de H(0) (composante DC) ou H (7) (fréquence
de Nyquist fy = f./2) se calculent aisément et qu’elles valent :

byt bbbyt by

I+a+a+az+---+a,
bo—bi+by—bs+---+b,
1—a1+a2—a3+---+an

H{(30)

H(jm) =
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

Exemple Considérons un filtre passe-bas résonant d’ordre 2 décrit par

271 2

H(2) = _
) =T 7087~ 2175081

On en tire immédiatement deux valeurs particuliéres de la réponse fréquentielle : la
composante DC (z = 1) et celle a la fréquence de Nyquist f./2 (z = —1) :

1
H(j0) = — 49.091
GO =17 50s — F
H(jn) = ! = —0.285
T =T 7 o081

En remplagant 'opérateur de retard 2! par son équivalent fréquentiel exp(—;<Q),
on peut calculer la réponse fréquentielle du filtre H(j€2) qui s’écrit

. exp(—j§2)
H(jY) =15~ exp(—j9) + 0.81 exp(—;529)

H(jQ) = cos(€)) — 7 sin(92)
P T T T 7 cos(Q) + j 1.7 sin(Q) + 0.81 cos(292) — J 0.81 sin(29)

De cette fonction complexe, on tire facilement le module et 'argument de H(j€2) :
1
\/(1 — 1.7 cos(Q) + 0.81 cos(20))* + (1.7 sin(Q) — 0.81 sin(20))?

[H ()] =

1.7 sin(€2) — 0.81 sin(212
ZH(jQ):—Q—arctan< 7 sin(@) — 0.81 sin(24) )

1 — 1.7 cos(£2) + 0.81 cos(212)

La figure 2.1 présente les réponses temporelles (impulsionnelle et indicielle) et fré-
quentielles (module et argument) de ce filtre.

2.2. Le probleme de I'approximation

La syntheése des filtres numériques consiste a rechercher les coefficients a, et b, de
la fonction de transfert H(z) de maniére a ce que la réponse harmonique du filtre
satisfasse au cahier des charges fixé au préalable. Cette synthése peut étre basée sur
les connaissances que 'on a de la réponse des filtres analogiques ou sur des méthodes
spécifiques aux filtres numériques. Dans ce qui suit, on se contentera, partant des
filtres analogiques, de rechercher des filtres numériques au comportement similaire.

Sachant que le comportement fréquentiel des filtres analogiques est complétement

déterminé par la donnée de la fonction de transfert H(s),

dot dis 4 dys® + -+ dps”
gt st s+ st

H(s) (2.5)
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2.3. La transformation associée

25 20
2
15 15
g 1 g
= >10
0 Tll PIQTﬂ”h?.”“““,.n ......... 5
-0.5
-1 0
0 10 20 30 40 50 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
14 0
12 -1
10 -2
= 8 s-3
S T
6 0 -4
4 -5
2 -6
0 ] -7
0 10 20 30 40 50 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n f[Hz]

F1G. 2.1.: Réponses temporelles et fréquentielles d’un filtre numérique passe-bas

on cherche a obtenir le méme type de réponse fréquentielle avec des filtres numériques
décrits par

b+ bz bz P4 b
Cagtarzagz 4 Fagz

H(z) (2.6)
Comme les correspondances que I'on établira entre s et z conduisent toutes a des
approximations des réponses temporelle et fréquentielle analogiques, on peut ima-
giner un grand nombre de transformations possibles. Parmi celles-ci, il en est deux
que l'on rencontre fréquemment et qui seules sont présentées ici : la transformation
associée et la transformation bilinéaire.

2.3. La transformation associée

Cette transformation associe les poles et zéros de H(z) a ceux de H(s). Autrement
dit, connaissant la position des poles et zéros du filtre analogique situés dans le
demi-plan complexe, on construit un filtre numérique ayant les poles et zéros cor-
respondants situés dans un cercle de rayon unité (figure 2.2).

Sachant que la variable z représente un décalage temporel d’une période d’échan-
tillonnage 7,, on a

z =exp(sT,) (2.7)
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

AI

/
— 2 —_|Ho

m(s)

\
—

Re(s)

c \
— 2 ——|-jo

F1G. 2.2.: Position des poles analogiques et des poles numériques

On en déduit alors que la variable s peut simplement étre remplacée par la fonction

1
s=— In(z 2.8
7 In:) (28)
qui, a une racine analogique r,, fait correspondre une racine numérique r,, telle que
rn = exp(r, 1) (2.9)

De maniére équivalente, cette approche revient a relier les polynomes analogiques
P,(s) aux polynomes numériques P,(z).

Considérant que tout filtre est représenté fondamentalement par des polynomes
d’ordre 1 et 2, on peut se contenter d’analyser les deux situations suivantes.

1. A un polynome analogique d’ordre 1 et sa racine r,

Pu(s) =1+ s/w. = r,= —W, (2.10)

correspond un polynéme numeérique d’ordre 1
Pu(z)=1+a; 2" avec (2.11)
a; = —exp(—w.Tp) (2.12)

2. A un polynome analogique d’ordre 2 et ses racines 741 2

Po(s) =1+ as + aps® = Tae=—0 £ jwo (2.13)

correspond un polynéme numérique d’ordre 2
Pua(2) =1 —2Rcos(Q)z '+ R?27%  avec (2.14)
R =exp(—cT.) Qo =wo Te (2.15)

Une fois les correspondances polynomiales obtenues, il reste & ajuster le gain de
H(z) afin que, pour une fréquence donnée, on ait la méme amplitude de la réponse
fréquentielle en numérique qu’en analogique.
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2.3. La transformation associée

2.3.1. Exemple de transformation associée

Considérant un filtre analogique passe-bas de Butterworth d’ordre 3 ayant sa fré-
quence de coupure en f. = 1kHz (figure 2.3), on désire réaliser un filtre numérique
au comportement similaire sachant que 1’on a choisi une fréquence d’échantillonnage
fe=1/T, de 10 kHz.

0.3 10 .
0.25
0.2
0 _\ - .
015
E .
0.1
0.05 -101 ! T
0
-0.05 ool : |
0 05 1 1.5 2 25 7 2
S,
s
1.4 -30r 1
1.2
1 -s0f .
_o08
206
_50 - ~
0.4
0.2
0 -60 i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 102 103 104
t[ms] f[Hz]

Fi1G. 2.3.: Réponses d'un filtre analogique passe-bas de Butterworth

Solution On sait qu’un filtre passe-bas de Butterworth d’ordre 3 est décrit par
une cellule d’ordre 1 suivie d'une cellule d’ordre 2 telles que

H(s) = !

(1+s/we) (1+s/wc+ (s/wc)2) (2.16)

On en déduit que les poles de ce filtre analogique valent

Pa1 = —we,= —20007m

Pars = —we (1 ij\/§> /2 = ~1000 7 (1 ij\/§> =0 + juwy
Tenant compte des équations (2.12) et (2.15), il vient :

1. un polyndéme numérique d’ordre 1 :

Pi(z)=1+a 27" avec
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

a; = —exp(—w.T.) = —0.5335
d’ou
Pi(z) =1-0.53352"" (2.17)
2. un polyndéme numérique d’ordre 2 :
Py(2) =1 —2Rcos(Q)z '+ R? 272 avec
R =exp(—0T.) = exp(—n/10) = 0.730 Qo =wo T, = 7V/3/10 = 0.544
d’ou
Py(z) = 1—125z""+40.5335272 (2.18)
Ces deux polynodmes décrivent la fonction de transfert du filtre passe-bas numérique
dont les gains G et G5 sont inconnus :
G1 G2
(1-0.5335271) (1 —1.252"140.5335 272)

Il reste donc a adapter les gains de chaque cellule du filtre de maniére a ce que
I’amplitude du filtre numérique soit la méme que celle du filtre analogique pour une
fréquence donnée. Comme il s’agit ici d'un filtre passe-bas, c’est le comportement
DC des filtres qui doit étre identique. Sachant que les valeurs DC des réponses
analogique et numérique sont obtenues pour s = 0 et, respectivement, z = 1, il
vient :

H(z)=

H(s—0)=1
G, Go G Gy
(1—0.5335) (1 —1.25+0.5335)  0.4665 0.2835

En choisissant G; = 0.4665 et Gy = 0.2835, on obtient la fonction de transfert
recherchée qui s’écrit dans I'une des deux formes suivantes

H(z—1)=

H(s—0)=1

H() = 0.4665 0.2835
(1 -0.5335271) (1 —1.25271 +0.5335 272)
4 2835 22
H(z) - 0.4665 2 0.2835 2

(2 — 0.5335) (22 — 1.25z + 0.5335)

Remarque On notera que I’égalité des ordres du numérateur et dénominateur
conduit le filtre & répondre instantanément a l'excitation. Cette situation peu réa-
liste, en particulier pour un filtre passe-bas, nous incite a ajouter un retard unitaire
271 a H(z). Les fonctions de transfert s’écrivent alors dans I'une ou l'autre des deux
formes suivantes :

0.4665 0.2835
H — -1 2.19
(2) (1-0.53352-1) (1 —1.252-1 +0.53352-2) (2.19)
H(z) = 0.4665 = 0.2835 z (2.20)

(2 — 0.5335) (22 — 1.25z + 0.5335)

Les réponses temporelle et fréquentielle de ce filtre sont représentées dans la figure
2.4 ou on les compare avec celles du filtre analogique.
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2.3. La transformation associée
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F1G. 2.4.: Réponses d'un filtre numérique obtenu par transformation associée
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F1G. 2.5.: Réponses d’un filtre numérique obtenu par modification de la transforma-
tion associée
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

2.3.2. Modification de la transformation associée

En observant la réponse fréquentielle du filtre numérique, on remarquera que son
atténuation a la fréquence de Nyquist ne dépasse pas 30 dB environ. Ceci représente
un des inconvénients majeurs de la méthode. On peut pallier ce défaut en remplagant
les zéros de la fonction de transfert qui se situent en z = 0 par des zéros situés en
z = —1. Comme le gain introduit par chaque nouveau zéro est égal a deux, il ne
faut pas oublier de réduire d’autant le gain global. La nouvelle fonction de transfert

s’écrit alors
B } 0.4665 (z + 1) 0.2835(z+ 1)

() =12 05335) (212527 0.533)
C104665(1+z")  0.2835(1+27") .

H(z) = 9.22
() =7 (1—0.53352-1) (1 —1.252-1 +0.53352-2) (2.22)

(2.21)

Les réponses temporelle et fréquentielle du filtre obtenu par la modification de la
transformation associée sont représentées dans la figure 2.5 ol on les compare avec
celles du filtre analogique.

2.4. La transformation bilinéaire

2.4.1. Introduction

Le but de la transformation bilinéaire est de trouver une équation aux différences
du filtre H(z) dont la solution est proche de celle de I’équation différentielle du filtre
analogique H(s), solution que I'on obtient par intégration. Parmi les différentes
méthodes numériques d’intégration, il en est une qui offre un bon compromis entre
la qualité des résultats et la facilité de mise en oeuvre; il s’agit de l'intégration
trapézoidale. Celle-ci revient & remplacer I'intégrale

y(t) = /0 e(t)dt = /0 T e+ /:Te:c(t)dt

par I'opération suivante

(x[n] + z[n — 1])

yln] = y[n — 1] + 5

T

On montre alors aisément que cela revient a remplacer la variable s par une fonction

bilinéaire en z
2 1—z71 2 z—1

T 1xa1 T 241

(2.23)

Remarque Si l'on se souvient que 1’'on a

1
z=etl o 5= ol In(z)

e
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2.4. La transformation bilinéaire

il est intéressant de relever que la transformation bilinéaire revient a ne conserver
que le premier terme du développement en série de la fonction logarithme naturel

In(z) = 2 (i;)* (i;)Z

2.4.2. Transformation bilinéaire d’'une fonction de transfert

Comme tout filtre est représenté par des produits de polynémes d’ordre 1 et 2, on
se contente d’analyser les deux situations suivantes dans lesquelles on remplacera la
variable s par la fonction

| 2

T Avee 7= (2.24)

5— 7y

Polynéme d'ordre 1 Dans ce cas, le polynome

Pa(s)=ay+ars (2.25)
est remplacé par une fraction d’ordre 1
1— 21
F =
1(2) ap + ay?y T
_ (ap + a17) + (ag — ayy) 27!
1+ 271
d’ou
Qo+ qz!
Fi = — 2.26
(s) = BTAE (2.26)
avec qy = o+ ary (2.27)
G = ag—ary (2.28)

Polynéme d’'ordre 2 Dans ce cas, le polynome
Poy(s) = ag + a15 + ass® (2.29)

est remplacé par une fraction d’ordre 2

1—2z71 1—2z71 2
Fy(z) = ao+ a1y + as (fy )

1+ 271 1+ 271
_ (ag+ a1y + a9y?) + 2 (a0 — a9y?) 27 + (ag — a1y + axy?) 272
a 1+2z71 4272

d’ou
Qo+ @zt + qguz?

F = 2.30
2(2) 1+2z71 4 272 ( )
avec qo = ao+ a1y + axy? (2.31)
Qg = 2 (CLO — ag”yz) (232)
@ = ag—ary+axy? (2.33)
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

2.4.3. Exemple de transformation bilinéaire

Reprenons I’exemple du filtre de Butterworth d’ordre 3 vu précédemment

1
(1+s/we) (1 + s/we + (S/WC)z)

H(s) =

avec w, = 2w f, = 2000 w rad/sec et f. = 10kHz.

Solution Prenant en compte les valeurs numériques, on a y = 2/T, = 2-10% [sec™!].
La transformation des polynémes donne alors les résultats suivants :

1. Polynome d’ordre 1 : P,(s) =1+ 1.5915-107* s

@ = ap+ay=1+15915-10"*.2.10*

= +4.1831
¢ = a—ay=1-15915-10"*-2.10
—2.1831
d’on
1 14 271 14271

H p— pu— p—
1(2) Fi(z)  qo+qz' 41831 —2.18312!

0.239 (1 + 271
1—0.5219 21

2. Polynome d’ordre 2 : Py(s) =1+ 1.5915-107% s + 2.533 - 1078 s*

Qo = ao+ay+ay’=1+15915-10"*-2-10"+2.533-107%.4-10°

= +14.315
¢ = 2(ap—axy’) =2(1-2533-10"°-4-10°%)
= —18.264
¢ = ap—ayy+ayy =1-15915-10"*-2-10*4+2.533-107% -4 - 108
= 47.949
d’ou
1 142271272
Hy(z) = =

Fnz(Z) N go+ 1271 + gaz7?

142271 4 272
14.315 — 18.264 z—1 +7.949 22

0.06986 (1 + 2271 + 272)
1—1.2759 271 + 0.5553 22
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2.5. Compensation de la distorsion des fréquences

La fonction de transfert globale est ainsi égale au produit de ces deux fonctions de
transfert partielles qui correspondent & deux cellules passe-bas bas a gain unité. La
fonction de transfert globale s’écrit alors sous 'une des deux formes suivantes

H(z) = 0.239 (14271 0.06986 (1 + 2271 + 272)
1 -0.52192"1 1—1.2759 -1 + 0.5553 22

~0.239 (24 1) 0.06986 (2% + 2z + 1)

2 —0.5219 22 —1.2759 2 + 0.5553

Les réponses temporelle et fréquentielle de ce filtre sont représentées dans la figure
2.6 ou elles sont comparées avec celles du filtre analogique.

(2.34)

(2.35)
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0.4
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F1G. 2.6.: Réponses d'un filtre numérique obtenu par transformation bilinéaire

2.5. Compensation de la distorsion des fréquences

Si ’on analyse plus en détail les effets de la transformation bilinéaire, on remarque
que celle-ci entraine une relation non-linéaire entre les pulsations analogique w et
numérique 2. En effet, partant de la définition de la transformation bilinéaire

2 1—271
=— 2.36
s T. 1+ z71 ( )
on obtient dans le domaine fréquentiel
21— —jwT,
jw = 2 Lo ew(juT) (2.37)

T T 1+ exp(—jwlL)
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

Sachant que w7, représente la pulsation numérique €2, on a

‘ 2 1—exp(—jQ)
W= ———-=
J T. 14 exp(—jf2)

En multipliant numérateur et dénominateur par exp(+;€/2), il vient

o= 2 exp(+4€/2) — exp(—j/2) _ 22 sin(2/2)
T, exp(+7Q/2) +exp(—jQ/2) T. 2cos(2/2)

On en déduit alors que les pulsations analogique w et numérique €2 sont reliées entre
elles par la relation
=2 tan (2) Z2f, tan (2 (2.38)
w—Tean2—ean2 .

On voit ainsi que le domaine des fréquences analogiques variant de 0 & +oo est
reporté sur un domaine de pulsation numérique allant de 0 a +7 (figure 2.7). On
notera que c’est seulement pour les basses fréquences (2 < 1) que tan(£2/2) peut
étre assimilé a /2. Ce qui fait que leffet de la distorsion est particuliérement
marqué lorsque la fréquence d’échantillonnage n’est pas beaucoup plus élevée que la
fréquence caractéristique du filtre.

Cette distorsion des fréquences peut étre corrigée en remplacant la pulsation carac-
téristique w, par une pulsation wy prenant en compte l'effet de la distorsion avant
d’entreprendre le calcul des coefficients du filtre numeérique.

2.6. Synthése d’'un filtre numérique récursif

Considérons comme exemple la réalisation d’un filtre numérique de Tchebicheff
d’ordre 2, d’ondulation r = 1dB, de bande passante f, = 3kHz et de fréquence
d’échantillonnage f. = 10 kH 2.

On notera que, dans un but illustratif, on a choisi la fréquence de Nyquist fy =
fe/2 =5 kHz trés proche de la fréquence caractéristique du filtre f, = 3kHz et que
cela conduira a une forte distorsion fréquentielle si 'on n’effectue pas sa compensa-
tion.

La synthése d’'un filtre numérique récursif se fait en quatre étapes :

1. Calcul de la pulsation caractéristique 2, et celle de prédistorsion wy :

£ 3kH >~
0, —2rlt —9
T T 0k

Q,
wg =2 f. tan (7) =20-10° tan(0.3 7) = 27 - 10°[rad/sec]

On notera que l'on a toujours wy > w, = 27 f, = 18.8 - 103[rad/sec].
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2.6. Synthése d’un filtre numérique récursif
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FiG. 2.7.: Relation entre pulsations analogique et numérique
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

2. Recherche du filtre analogique normalisé satisfaisant au gabarit :
Dans cet exemple, le filtre est un passe-bas de Tchebicheff d’ordre 2 et d’on-
dulation 1 dB. Les tables nous fournissent le polynéme normalisé qui vaut

Poo(s) = =1+0.996 5 + 0.907 s*

H,(s)
3. Calcul du polynome de réalisation avec prédistorsion :

On effectue le changement de variable

s— 2 —363-1070

Wd

et on obtient le polyndéme de réalisation avec prédistorsion
Py4(s) =1+3.617-107° s+ 1.197- 1079 5°

4. Calcul de la fonction de transfert du filtre numérique :
En appliquant la transformation bilinéaire au polynome de réalisation P 4(s)
avec v = 2 f, = 2 - 10* [sec™!], on obtient les coefficients
Qo = ao+ary+ay’ = +2.202
q = 2 (ao — ag'yQ) = +1.043
@ = ao—ayy+ayy’ = +0.755
permettant d’écrire la fonction de transfert numeérique suivante

1422714 272
2.202 +1.043 271 +0.755 22

H(z) =

(1422714272
1+0473 271 +0.343 272

Les réponses fréquentielles des filtres analogique et numérique sont présentées dans
la figure 2.8a. Dans un but de comparaison, on a également calculé la fonction de
transfert sans prédistorsion en effectuant directement la transformation bilinéaire de
H(s). Ce qui a donné

= 0454

(1+2z714272)
1—-0.0137271 +0.313 272

H,pa(z) = 0.325

Sa réponse fréquentielle est présentée dans la figure 2.8b. On remarquera combien
la correction de distorsion est nécessaire pour avoir, comme demandé, un gain unité
a la fréquence caractéristique f, = 3kHz.

Remarque Tout le travail effectué dans les points 1) a 4) ci-dessus pour obtenir la
fonction de transfert H(z) se fait beaucoup plus simplement dans Matlab avec les
commandes suivantes :

n=2;r=1; fr = 3e3;

fe = 10e3; fn = fe/2;

[num,den] = chebyl(n,r,fr/fn) ;

num = num/sum(num)*sum(den) ; % gain DC = 1
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2.6. Synthése d’un filtre numérique récursif
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FiG. 2.8.: Réponses fréquentielles des filtres analogiques et numériques avec et sans
prédistorsion
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2. SYNTHESE DES FILTRES RECURSIFS

2.7. Exercices

RIl 1 Partant d’un filtre passe-bas RC, trouvez son équivalent numérique H(z).
Pour ce faire :

1. écrivez ’équation différentielle du circuit RC;

2. discrétisez cette équation ;

3. écrivez I'équation aux différences du filtre et dessinez son schéma fonctionnel ;
4

. calculez sa fonction de transfert H(z);

RIl 2 Dans I'exercice précédent, on choisit pour le filtre numérique une période
d’échantillonnage égale au dixiéme de la constante de temps RC' du filtre analogique.

—_

. calculez numériquement sa fonction de transfert H(z);

2. que vaut l'instant caractéristique K.7 quelle sera la durée du régime transi-
toire ?

3. si x[n] = €[n], calculez Y(z); que valent y[0] et y[oo] 7 esquissez y[n];

4. que vaut la réponse fréquentielle H(j€2) du filtre numérique ;

5. calculez H(j€2) lorsque la fréquence du signal d’entrée vaut f = 0, 1/(27 RC), f./27

esquissez le module de H(j12);

6. comparez a la réponse fréquentielle du filtre analogique.

RIl 3 Calculez les équivalents numériques H,(z) et Hy(z) d’un filtre RC obtenus
par les transformations associée et bilinéaire lorsque T, = RC'/10. Comparez ces
deux résultats entre eux et avec celui de 'exercice précédent.

RIl 4 On souhaite réaliser I’équivalent numérique H(z) d’un filtre analogique passe-
haut de type Butterworth devant travailler jusqu’a 10 kH z dont la fonction de trans-
fert est décrite par

_ (s/we)? _
H(S) = T59000 () + (sjmp 20 Je= LRHZ

Pour ce faire :

esquissez le Bode d’amplitude du filtre analogique ;
choisissez la fréquence d’échantillonnage ;
calculez son équivalent H,(z) a partir de la transformation associée

calculez son équivalent H,(z) a partir de la transformation bilinéaire ;

otk W =

écrivez les équations aux différences correspondantes permettant ces deux réa-
lisations ;

6. dessinez leur schéma fonctionnel ;
7. que valent H(Q2 = 0) et H(Q2 = 7) pour les 2 filtres?
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RII 5 On désire réaliser un filtre numérique a partir du filtre analogique décrit par

B 5.1073s
T 145-103s+ 2

H(s)

1. dessinez les poles et zéros de H(s) dans le plan complexe; esquissez son dia-
gramme de Bode; de quel type de filtre s’agit-il 7

2. aprés avoir choisi une fréquence d’échantillonnage qui vous parait raisonnable,
calculez son équivalent numérique H (z) a I’aide de la transformation bilinéaire ;

3. dessinez les poles et zéros de H(z) dans le plan complexe ; ot se situent-ils par
rapport au cercle de rayon unité?

RIl 6 Considérant une cellule analogique biquadratique décrite par

_a252+a15+a0
N b282+b1$+b0

H(s)

écrivez un programme (en pseudo-langage) permettant de passer du filtre analogique
a sa réalisation numérique. Pour cela :

1. écrivez une procédure ou une fonction permettant de transformer H(s) en
H(z) a l'aide de la transformation bilinéaire ; précisez quels sont ses parameétres
d’entrée-sortie ;

2. écrivez une procédure ou une fonction calculant y[n] & partir des paramétres

de la cellule biquadratique et de son signal d’entrée x[n]; précisez quels sont
ses parameétres d’entrée-sortie ;

3. tenant compte de ce qui vient d’étre fait, écrivez un programme permettant
de réaliser le filtre suivant

wi = 1000rad/sec
w1 [0%)

H(s) — = 10007ad
O = o TR ra] M | D 1000radfee

Pour relier votre filtre au monde extérieur, utilisez les procédures AnalogIn
(var Value : real) et AnalogOut (Value : real) .

4. votre programme peut étre testé de maniére simple a partir des instants ca-
ractéristiques et des valeurs initiale et finale de la réponse indicielle du filtre ;
calculez ces valeurs.

N.B. : Les entrées (AnalogIn) se font sur la base d'interruptions commandées par
I’horloge interne; les sorties (AnalogOut) sont restituées immédiatement apres les
calculs.
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3. Syntheése des filtres non
récursifs

3.1. Introduction

Les filtres non récursifs que I'on appelle également filtres a réponse impulsionnelle
finie (RIF) se distinguent des filtres récursifs étudiés dans le chapitre précédent par
les points suivants :

— ils sont toujours stables;
ils peuvent étre congus pour avoir une phase linéaire exacte ;
ils nécessitent généralement plus de matériel et de temps de calcul.

Un filtre non récursif d’ordre N comporte N + 1 coefficients et peut étre décrit de
maniére équivalente par :

1. sa réponse impulsionnelle de longueur L = N + 1
hin] = {R[0], (1], h[2],- - h[N]} = > hlk] 6[n — k] (3.1)
2. son équation aux différences

yin] = > bl aln — I (32)

k=0

3. sa fonction de transfert d’ordre N

H(z) = YE” Skl (3.3)

Xz):

n

4. sa réponse fréquentielle que I’on évalue en remplacant z~! par e 7%

H(j) = )i(ég; => hln]e " (3.4)

3.2. Spécifications

Les spécifications d’un filtre se donnent sous la forme d’un gabarit en valeurs réelles
ou relatives (dB). Un exemple de gabarit pour un filtre passe-bas est illustré dans
la figure 3.1. On y trouve :
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3. SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

1. la bande passante [0,€,];
2. les bandes de transition (£2,,$2,) et d’arrét[Q,, 7];
3. 'ondulation acceptée dans la bande passante, exprimée par 6; ou R, [dB];
4. Tatténuation souhaitée dans la bande d’arrét, exprimée par d, ou A, [dB].
A HGo)
Q
1+811 . _ﬁp Qs B 2
g I |
91 . R : :
1 I I
1 1 1
I 1 1
I 1 1
I 1 1
I 1 1
I 1 1
I 1 1
1 P
:
1
8 |- - - - _: _____ A
! | | - Y dB
0 Q Q, T Q

Fi1aG. 3.1.: Gabarit d’un filtre

Le gain du filtre passe-bas valant 1 lorsque €2 — 0, les relations entre les valeurs
réelles ou relatives du gabarit sont alors définies comme suit :

R, = |20 log (1 £ 6,)| > 0 (3.5)
A, = —20 log(d2) >0 (3.6)
ou inversément :
& = =& (10HF/20 — 1) (3.7)
by = 107 Aa/20 (3.8)

3.3. Propriétés des filtres RIF a phase linéaire

De maniére générale, un filtre RIF ne posséde aucune propriété particuliére concer-
nant le module ou la phase de la réponse fréquentielle mis a part que c’est le seul
type de filtres pouvant offrir une phase linéaire exacte (qui est une des propriétés
du filtre idéal). C’est donc essentiellement pour cette propriété que I'on utilise les
filtres a réponse impulsionnelle finie.

3.3.1. Réponses impulsionnelle et fréquentielle
Dans le cas ou on désire avoir une phase linéaire, la réponse impulsionnelle doit

posséder une symeétrie paire ou une symétrie impaire ou, de maniére équivalente,
une symétrie axiale ou ponctuelle. La justification en est donnée ci-dessous.
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3.3. Propriétés des filtres RIF a phase linéaire

Symeétrie paire

Considérons un filtre RIF d’ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] a symétrie
paire par rapport & Ny, = 3 (figure 3.2a). Cette séquence provient d’une réponse
impulsionnelle paire h,[n| non causale dont la réponse fréquentielle est réelle.

Le décalage temporel (ici, un retard) nécessaire pour rendre le filtre causal entraine
le déphasage linéaire souhaité. On a donc

" o= |
H(j) = exp (—iN,Q) Hy(jQ) = (3.9)
/H = {0, £7} — N,Q

Le module de H(j2) est égal a celui du filtre non causal H,(j€2) et la phase varie
linéairement avec la pulsation. Le cas échéant, on devra, ajouter -7 a cette phase
linéaire pour tenir compte de la valeur négative éventuelle de H,(j<2).

5 5
4 a) 4 b)
3 3
2 2
| I | I
0 ~ 0 A
N =3 N =35
S S
-1 -1
-5 0 5 10 -5 0 5 10
3 3
2 0 2 d)

Fi1G. 3.2.: Réponses impulsionnelles a symétrie paire ou impaire

Symétrie impaire

Considérons un filtre RIF d’ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] a symétrie
impaire par rapport a Ny = 3 (figure 3.2b). Cette séquence provient d’une réponse
impulsionnelle impaire h;[n| non causale dont la réponse fréquentielle est purement
imaginaire.

Le décalage temporel nécessaire pour rendre le filtre causal entraine le déphasage
linéaire souhaité. On a donc
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3. SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

|H| = | H;|
H(jQ) = exp (—jN,Q) Hi(j©) = (3.10)
ZH = +n/2 - N,Q
Le module de H(j€2) est égal a celui du filtre non causal H;(j€2) et sa phase va-
rie linéairement avec la pulsation a partir de +7/2 suivant le signe de la valeur
imaginaire.

Remarque

On peut bien sir considérer des filtres d’ordre N impair (figures 3.2¢ et 3.2d).
Dans ce cas, I’axe ou le point de symétrie se situe entre 2 valeurs de la réponse
impulsionnelle h[n] et le déphasage linéaire s’écrira — (Ns + %) (2. Dans le cadre
de ce cours, on n’analysera que des filtres d’ordre N pair (c’est-a-dire de longueur
L = N + 1 impaire) dont le point ou axe de symétrie se situe obligatoirement sur
une valeur entiére de I'axe n.

Exemple

Considérons comme exemple un filtre causal dont la réponse impulsionnelle finie
(figure 3.3a) est décrite par une séquence non-nulle de longueur L = 9 a symétrie
paire

hin] = {+1,42,+3,+4, +5,+4,+3,+2,+1,0,0,---} avec n=0,1,2,---

Par transformation en z de cette réponse impulsionnelle, on obtient la fonction de
transfert du filtre RIF :

H(z) = Zh[n]z‘"

1+227 4327244234524 4425 +3270 + 2277 + 1278
= 2% (1422+32% +42° + 52" +42° +32° + 227 + 12°)
On en conclut que ce filtre RIF, décrit par un polynéme d’ordre N = 8, posséde

8 poles situés en z = 0 et 8 zéros dont les positions dans le plan complexe sont
présentées dans la figure 3.3b.

En remplacant l'opérateur de retard z~! par sa transformée de Fourier e/, on
obtient la réponse fréquentielle du filtre

H(jQ) = Y hlk]le?

= 142772 4+ 3772 4 47739 4 57T 4 479 4 30 4 9 ITR 4 17980

En mettant en évidence le phaseur central e=74®, on obtient une forme illustrant

clairement la symétrie paire du filtre

H(jQ) = e (1eM? 4265 4+ 3677 4+ 46/ + 5 + 477 4 37727 4 27937 4 17719)
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Fi1G. 3.3.: Réponse impulsionnelle, poles et zéros, amplitude et phase d’un filtre RIF
a symétrie paire

Utilisant la formule d’Euler 2 cos ¢ = exp(+7j¢) + exp(—j¢), on obtient finalement

H(jQ) = e (5+8cos() + 6cos(2Q) + 4 cos(3Q2) + 2 cos(4Q))

Ce résultat montre a I’évidence que 'on a affaire a un filtre & phase linéaire puisque
le seul terme complexe de 'expression est le phaseur e 742, Ce filtre RIF posséde
donc une réponse fréquentielle en amplitude (figure 3.3c) qui vaut

|H(7)] = |5+ 8cos(€2) + 6 cos(2€2) + 4 cos(302) + 2 cos(4Q2)|
et une phase (figure 3.3d) décrite par
LH(jQ) = —4Q
A titre de comparaison, il est intéressant de tracer les mémes graphes (figure 3.4)

pour un filtre réalisé avec une réponse impulsionnelle similaire & la précédente mais
avec une symeétrie impaire cette fois-ci :

hln] = {+1,42,+3,+4, 0,—4,-3,-2,-1,0,0,---} avec n=0,1,2,---
dont la réponse fréquentielle vaut
H(jQ) = e (16719 4 267 4 3672 4 47?0 — de ™72 — 37722 — 20773 — 17749)
= 2je 7 (45in(Q) + 3sin(29) + 2sin(3Q) + sin(4Q))
= 2| (4sin(Q) + 3sin(2Q) + 2sin(3Q2) 4 sin(4Q)) | £+ 7/2 — 492

On peut relever que la symétrie paire conduit a un filtre passe-bas alors que la
symétrie impaire fournit un filtre passe-haut ou passe-bande.
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F1G. 3.4.: Réponse impulsionnelle, poles et zéros, amplitude et phase d’un filtre RIF
a symétrie impaire

3.4. Synthése par fenétrage

3.4.1. Principe du fenétrage

Le point de départ de la synthése des filtres RIF est donné par la considération des
réponses impulsionnelles des filtres idéaux. Comme celles-ci sont infiniment longues
et non causales, on voit immédiatement que les filtres idéaux ne sont pas réalisables.
On doit donc manifestement se contenter d’une approximation de leurs réponses en
les tronquant avant de les rendre causales.

Pour voir plus précisément comment cela se passe, considérons la réponse fréquen-
tielle Hy(jw) d’un filtre analogique passe-bas idéal (figure 3.5a). Sa réponse impul-
sionnelle hy(t) se calcule par transformation de Fourier inverse. On obtient ainsi une
réponse temporelle en forme de sinus cardinal et de longueur infinie (figure 3.5b).

De maniére a ce que ce filtre soit réalisable, il faut tronquer cette réponse en res-
pectant sa symétrie paire (figure 3.5d). On obtient alors un filtre a réponse impul-
sionnelle de durée finie, mais non causale puisque h(t) n’est pas nulle pour ¢ < 0.
Un décalage de cette réponse a symétrie paire suffit & rendre le filtre causal (figure
3.5f), donc a phase linéaire (figure 3.5¢). Bien entendu, le module de sa réponse
fréquentielle ne sera plus qu’une approximation de I'idéal (figure 3.5¢).

D’un point de vue mathématique, le fait de tronquer la réponse impulsionnelle hy(t)
revient a multiplier celle-ci par une fenétre rectangulaire w,(t) et la réponse impul-
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3.4. Synthése par fenétrage

sionnelle s’écrit alors :

h(t) = ha(t) - w, (1) (3.11)

Pour un filtre numérique, on aura de maniére équivalente :

hin] = hg[n] - w,[n] (3.12)

3.4.2. Effet de la troncation

L’opération de troncation qui, dans une premiére approche peut sembler anodine,
modifie sensiblement la réponse fréquentielle et entraine des ondulations dans les
bandes passantes et d’arrét. Ceci provient de la convolution entre la réponse fré-
quentielle du filtre idéal et le spectre en sinus cardinal de la fenétre rectangulaire :

H(jQ) = Ha(58) © W(5€)

1G9 = = [ 10y Wi - o) do (313

—T

La figure 3.6 montre a I’évidence que I'ondulation caractérisant la réponse obtenue
H(j€) provient du spectre W (j) de la fenétre choisie, ici rectangulaire.

Afin d’obtenir le meilleur compromis possible entre une faible ondulation et une
bande de transition étroite, on sera donc amené par la suite a choisir une fenétre w[n|
dont le comportement fréquentiel est satisfaisant du point de vue du filtre a réaliser.
C’est-a-dire que 'on cherchera un compromis entre 'amplitude des ondulations et
la largeur des bandes de transition.
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3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales

3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles
idéales

Comme la synthése par fenétrage utilise les réponses impulsionnelles des filtres
idéaux, il est nécessaire de les connaitre. Ces réponses impulsionnelles sont cal-
culées en partant des réponses fréquentielles idéales des 4 filtres de base passe-bas,
passe-haut, passe-bande et réjecteur de bande (figure 3.7).

3.5.1. Filtre passe-bas

Avec ). comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre s’écrit :

1 si |9 < Q.
H,(j6) = (3.14)
0 si Q> Q.

Sa transformée inverse n’est autre que sa réponse impulsionnelle :

hy[n] = 1 " Hy(jQ)exp(+7nf) dS2 (3.15)

—Tr

Tenant compte de la réponse fréquentielle idéale du filtre passe-bas, il vient :

1 +Qc

hy[n] = o /o exp(+jn) dQ

exp(+jn€.) — exp(—jnsl.)
j2mn

Utilisant les relations d’Euler, on obtient finalement :

Q. sin (nf2
hy[n] = & sin (n€2) —00 < n < 400 (3.16)
T nfl,
Cette réponse temporelle est infiniment longue et non causale. Afin de la rendre
causale, il faut tout d’abord la tronquer pour avoir une réponse impulsionnelle de
d’ordre N puis la décaler de la moitié de sa longueur.

En choisissant de travailler avec une réponse impulsionnelle d’ordre N pair centrée
en Ny = N/2, il vient :

Lesinlln-NeJBe) ;g <n# N, <N

(n—Ns)Qe
hy[n] = L si n=N, (3.17)
0 sinon
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F1G. 3.7.: Réponses fréquentielles idéales des 4 filtres standard
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3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales

Filtre passe-bas
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FiG. 3.8.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un filtre passe-bas
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F1G. 3.9.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-haut
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3.5.2. Filtre passe-haut

Dans ce cas, avec (), comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre
s'écrit :
0 si Q< Q.
Hy(j2) = (3.18)
1 si Q.<|Q <7

On peut remarquer que les réponses fréquentielles d’un passe-bas et d’un passe-haut
sont reliées entre elles par :

Hp(j0) = 1= Hy(jQ) (3.19)
Ce qui, dans l'espace temps, correspond a :
hip[n] = 6[n] — hy|n] (3.20)

On en déduit donc immédiatement que :

_%W si 0<n#N,<N

han] = 1— & si n = N, (3.21)

0 sinon

3.5.3. Filtre passe-bande et réjecteur de bande

Les filtres passe-bande et réjecteur de bande possédent 2 pulsations caractéristiques
; et o limitant les bandes passante et d’arrét. On montre aisément les deux
résultats suivants :

1. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande

Qo sin((n—Ns)$2) W sin((n—Ns)Q1) i 0<n 7£ Ns <N

B3 (n—Ns)Q2 B3 (n—Ns)Q1
haln] = L= si n = N
0 stnon
(3.22)
2. Réponse impulsionnelle d'un filtre réjecteur de bande
Q; sin((n—Ns)Q1) Q9 sin((n—Ng)Q2) .
- (n—NS)Qll -7 (n—NS)922 si. 0<n#N;<N
hyn] = 1— & si n=N, (3.23)

iy
0 sinon

Le calcul de ces réponses impulsionnelles est laissé comme exercice.
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Filtre passe-bande
T
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Fi1G. 3.10.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un filtre passe-bande
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F1G. 3.11.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’'un filtre réjecteur de bande
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3. SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

Exemple Reéalisation d’un filtre non récursif élémentaire basé sur la réponse fré-
quentielle idéale d’un filtre passe-bas ayant une bande passante de 1 kHz alors que
la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

3.6. Caractéristiques de quelques fenétres

Du choix de la fenétre, dépendra la qualité de ’approximation ; il est donc nécessaire
de passer en revue les caractéristiques de celles-ci. On rappellera tout d’abord que
si on désire conserver la phase linéaire du filtre, il faut que les fenétres possédent
une symétrie paire ou impaire.

Comme on I’a vu plus haut, la troncation simple de la réponse impulsionnelle de lon-
gueur infinie conduit & une réponse fréquentielle avec des ondulations importantes.
Celles-ci sont dues au phénoméne de Gibbs et ne peuvent étre diminuées que si la
fenétre posséde des transitions douces, contrairement a la troncation simple.

Les fenétres susceptibles de satisfaire les besoins de synthese des filtres et d’ana-
lyse spectrale ont fait I'objet d’études extensives [3]. Parmi les nombreuses fenétres
proposées, seules celles qui sont le plus souvent citées sont présentées ci-apreés.

3.6.1. Fenétres analytiques

Pour chacune des fenétres étudiées, on présentera son équation w(n] et une figure
comportant 4 graphes :

1. son graphe temporel w(n|

2. son spectre d’amplitudes W (5Q2) = TF {w[n]}

3. son spectre d’amplitudes en dB Wz = 201og (|[W (jQ)|)
4

. son spectre cumulé défini comme suit [1] :

W (190) = 5- /_ W (j6)d (3.24)

Cette représentation peu commune est importante car grace a elle, on peut
mesurer le niveau d’atténuation possible ainsi que la largeur de la bande de
transition pour un filtre RIF. Sa définition découle de la convolution entre une
réponse fréquentielle constante et le spectre de la fenétre w(n].

Fenétre rectangulaire

wyn] = - (3.25)
0 swnon
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Fenétre triangulaire (ou de Bartlett)

28 si. 0<n<N/2
_ _on ;
wln] =49 2-2% si N/2<n<N (3.26)
0 sinon
Rectangle
1 0
08 -20
— 0.6 a
LS. S
= $-40
0.4 =
0.2 1 -60
0
-80
0 10 20 30 40 50 -1 -0.5 0 0.5 1
n Q/m
60
0
40 20
e]
a =
S 20 %_40
= =
Z
0 -60
-20 -80
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Q/mn Q/mn

F1G. 3.12.: Fenétre rectangulaire

Fenétre cosinusoidale (ou de Hann)

05(1—cos(2r%)) si 0<n<N
we[n)] = (3.27)

Fenétre de Hamming

0.54 — 0.46 cos (27r%) s? 0<n<N
wpn] = (3.28)
0 sinon

Fenétre de Blackman

0.42 — 0.5 cos (2m) +0.08 cos (4m%) si 0<n<N
wy[n] = (3.29)
0 sinon
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F1G. 3.13.: Fenétre triangulaire
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F1G. 3.14.: Fenétre cosinusoidale (ou de Hann)
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F1G. 3.15.: Fenétre de Hamming

3.6.2. Fenétre de Kaiser-Bessel

Les fenétres présentées ci-dessus ont des formes et des atténuations fixes apportant
chacune sa largeur du lobe principal et son atténuation des lobes latéraux. La contri-
bution de Kaiser fut de proposer une fenétre s’adaptant a I'atténuation désirée. Cette

fenétre est définie par une fonction de Bessel :

Io (5\/1—(1—11/1\73)2)

To08) S1 0<n<N

wg[n] =
0 sinon

avec !

Iy = fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et d’ordre zéro
— (8 = paramétre de forme de la fenétre
— Ny = N/2 = point de symétrie de la fenétre

Calcul de la fonction de Bessel

(3.30)

L’usage fréquent des fenétres de Hann ou de Hamming est dii & ce que ces fonctions
sont familiéres et faciles a calculer. Cependant, bien que la fonction de Bessel soit
en général peu connue, il est aisé de la calculer en utilisant son développement en
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FiG. 3.16.: Fenétre de Blackman

série :

To(z) =1+ i [% (%)nr (3.31)

n=

Cette série converge rapidement et la procédure de calcul proposée par Kaiser est
trés simple & mettre en oeuvre :

function Bessel0 (x :real) :real;
const eps = 1.0e-6;
var d, ds, s : real;

begin

d:=00; ds:=10; s:=1;
repeat
d:=d+ 20;
ds:=ds* (x /d) *(x/d);
s:=s + ds;

until abs (ds/(s+eps)) < eps;
Bessel0 :=s;
end;

Calcul des paramétres des fenétres de Kaiser

La figure 3.18 montre les caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de Kai-
ser. On en tire les conclusions suivantes :
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— en augmentant la longueur du filtre N, on diminue la largeur du lobe principal
en augmentant le paramétre de forme 3, on diminue I’amplitude des lobes latéraux.

Kaiser =9
l 0
0.8 20
_06 a
L. S
5 3-40
0.4 2
0.2 \ \ -60
0 .-rTTHH NHTTH..
0 10 20 30 40 50 -1 -0.5 0 0.5 1
n Q/mn
35
0
30
25 20
20 %‘.
G —~~
$15 %—40
10 =
5 -60
0
-5 -80
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Q/mn Q/mn

Fi1G. 3.17.: Fenétre de Kaiser avec § =9

Apreés une simulation numérique extensive, Kaiser a obtenu une paire de formules
qui permettent de trouver 3 et IV a partir des spécifications demandées. Ces spécifi-
cations sont 'atténuation Ay et la largeur de la bande de transition A2 exprimée
en radians.

Le facteur de forme (3 dépend uniquement de 'atténuation Ayp

0.1102 (Agp — 8.7) si Agp > 50
B=1< 05842 (Agp —21)"" +0.078862 (Agp — 21) si 21 < Agp <50  (3.32)

0 st AdB <21

La longueur du filtre est déterminée par l'atténuation Ayp et la bande de transition
AS) souhaitée

N > Aip — 8

— 2.285 A0 (3:33)
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-90

-100 : :
0

-90+ beta=5

-100 :
0 0.1

0.2 0.3 0.4 0.5

F1G. 3.18.: Caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de Kaiser

3.7. Conclusions sur |'usage des fenétres

3.7.1. Propriétés et utilisation des fenétres

L’ensemble des propriétés concernant les fenétres et les filtres étudiés ci-dessus sont
réunies dans les tableaux 3.1 & 3.3. On y trouve les caractérisitques spectrales de
quelques fenétres usuelles, les caractéristiques des filtres RIF en fonction des fenétres
utilisées, les avantages et inconvénients de ces fenétres.

Largeur du | Atténuation du | Décroissance des
Fenétres ler lobe ler lobe [dB]| lobes suivants
Rectangle 4w /N -13 20 dB/déc
Triangle (Bartlett) 8t /N -27 40 dB/déc
Cosinus (Hann) 81 /N -32 60 dB/déc
Hamming 8t /N -43 20 dB/déc
Blackman 127 /N -58 60 dB/déc
Kaiser f = 4.54 721 /N -30 20 dB/déc
Kaiser # = 5.66 8.47/N -42 20 dB/déc

TaB. 3.1.: Caractéristiques spectrales des fenétres usuelles
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Ondulation Atténuation max. | Bande de transition
Fenétres R, |dB] Az |dB| AQ
Rectangle 0.74 21 1.87/N
Triangle (Bartlett) 0 25 6.17/N
Cosinus (Hann) 0.055 44 6.27/N
Hamming 0.014 53 6.6 m/N
Blackman 0.0017 74 117/N
Kaiser § = 4.54 0.025 50 5.8m/N
Kaiser § = 5.66 0.009 60 727/N

TAB. 3.2.: Caractéristiques des réponses fréquentielles des filtres RIF

| Fenétres

[ +/-]

Remarques

Triangle
(Bartlett)

+ +

simple & calculer; pas de sinus ou cosinus
bande spectrale étroite

faible réjection (25 dB)

décroissance spectrale moyenne (-40 dB/déc)

Cosinus
(Hann)

simple a calculer

bande spectrale étroite

réjection raisonnable (44 dB)

forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)

Hamming

e o B R

simple a calculer

bande spectrale étroite

bonne réjection (53 dB)

faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)

Blackman

I+

_I_
Tt

simple a calculer

bande spectrale moyenne

trés bonne réjection (74 dB)

forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)

Kaiser

+
+

—

moins simple a calculer

bande spectrale moyenne

excellente réjection (100 dB)

faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)

meilleur compromis atténuation / bande de transition

TAB. 3.3.: Avantages et inconvénients des fenétres utilisées dans la réalisation de

filtres RIF
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3.7.2. Démarche pour calculer un filtre
La démarche a suivre pour obtenir les coefficients du filtre souhaité est la suivante :

1. connaissant le gabarit du filtre désiré, choisir le filtre idéal correspondant ;

2. calculer les pulsations caractéristiques (2, se situant au centre des bandes de
transition ;

3. rechercher la réponse impulsionnelle hgy[n] du filtre idéal; si celle-ci n’est pas
connue, on peut la calculer par transformation de Fourier inverse ;

4. choisir une fenétre wn] satisfaisante du point de vue de 'atténuation (table 3.2) ;
5. connaissant la largeur de la bande de transition A€, calculer I'ordre du filtre IV ;

6. calculer les coefficients du filtre en multipliant la réponse impulsionnelle par
la fenétre choisie

3.8. Reéalisation d’'un filtre passe-bas

Considérons la réalisation d’un filtre passe-bas satisfaisant au cahier des charges
suivant :

fy=1kHz, A,=0dB; f,=14kHz, A,=50dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

3.8.1. Préliminaires

La réponse du filtre sera construite a partir de celle d'un filtre passe-bas idéal tel
que :

1. la fréquence de coupure se situe au centre de la bande de transition

f(,,:@:mwz
donc : ; L9 kE
. z
O, = 27l¢ = op =25 _ 0y
ATy S

2. la largeur de la bande de transition requise vaut
Af=fo—f,=04kHz
on a donc :

Af 0.4kHz
fo 10kHz

AQ =27

84



3.8. Réalisation d’un filtre passe-bas

3. la réponse impulsionnelle désirée est celle d’un filtre passe-bas (équ. 3.17)

%% si 0<n#N;<N

hq[n] = hyn] = Lo si n= N,

0 sinon

4. le tableau 3.2 montre que pour cet exemple, on peut utiliser la fenétre de
Hamming ou la fenétre universelle de Kaiser. Considérons ces deux cas.

3.8.2. Fenétrage de Hamming

La fenétre de Hamming apporte une atténuation de 53 dB et une bande de transistion
de largeur

6.6 7
AQ) = ——
N
On en déduit immédiatement la longueur N du filtre :
6.6 6.6
N = = =825~84
A 0.08 7

que l'on a arrondi a la premiére valeur paire supérieure. Le point de symétrie se
situe donc en Ny = 42. Portant ces valeurs dans la réponse impulsionnelle désirée
(équ. 3.17), on obtient :

haln] = %Sin ((n — Ny)Q,)

(n - NS)QC
sin (0.24 7 (n — 42))
7 (n — 42)

En multipliant cette réponse par la fenétre de Hamming wy[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

hin] = hg[n] - wy[n]

W (054 — 046 cos (2 &))  si  0<n<84
hin] = 0.24 st n =42

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la
figure 3.19. Il est intéressant de relever que, en plus de la phase linéaire offerte par
le filtre RIF, sa bande de transition est remarquablement étroite.

A titre comparatif, on y a ajouté en pointillé la réponse d’un filtre de Butterworth
d’ordre 12 (filtre RII). Ce filtre d’ordre 12 réalisé avec 6 cellules biquadratiques
requiert environ 36 multiplications-additions contre 84 pour le filtre RIF. Théori-
quement, le gabarit aurait pu étre respecté avec un filtre RII d’ordre 24.

La figure 3.20 illustre la différence de comportement des réponses indicielles des
filtres RIF ou RIL.
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Réponse impulsionnelle
0.25 T T

0.2 4
0.151 n

h[n]

0.05

-0.05

01 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Réponse fréquentielle

H(D) [0B]
5

-60

| | !
3000 3500 4000 4500 5000

-80 I I I
0 500 1000 1500

! I
2000 2500

F1G. 3.19.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Hamming)

Réponses temporelles
2 T T T

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

F1G. 3.20.: Comparaison des réponses temporelles
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3.8.3. Fenétrage de Kaiser

Dans ce cas, I'atténuation Ayp détermine le facteur de forme 5. Comme Ag = 50,
il vient (équ. 3.32)
B =0.1102 (Agp — 8.7) = 0.1102 (50 — 8.7) = 4.55

L’ordre du filtre est fixé par la bande de transition AQ et atténuation Ag, (équ. 3.33)
N> Aip — 8 _ 50 — 8

T 2.285A0  2.285-0.087

La valeur trouvée (73.1) est augmentée a 74 de maniére a obtenir un ordre pair;

le point de symétrie se situe donc en N, = 37. Portant ces valeurs dans la réponse

impulsionnelle désirée (équ. 3.17), on obtient

Q. sin ((n — N,)Q)  sin (0.24 7 (n — 37))

=73.1>~74

hd [n] =

T (n— Ng)Q. 7 (n — 37)
Réponse impulsionnelle
0.3 T T T
0.251 i
0.2 h
— 0.15f h
=)
< oaf i
0.05 ‘ ‘ h
0] P “,,H.‘H”HTL Jr rl VI”““‘.M.,“ ............. ,
~0.05 | | H | ‘ | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Réponse fréquentielle
T T T

H(f) [dB]

-80 : :
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

F1G. 3.21.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Kaiser)

En multipliant cette réponse par la fenétre de Kaiser wg[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

sin(0.247 (n—37)) _ T0(4:55y/1-0-n/37)?) si 0<n<N

7 (n—37) ) To(4.55)

hln] == ha[n] - wi[n] =
0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la
figure 3.21.
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3.9. Réalisation d'un filtre passe-bande

Considérons la réalisation d’un filtre passe-bande satisfaisant au gabarit suivant :

fréqu. d’échant. 10 kHz Atténuation
1¢7¢ bande d’arrét | 0... 1.8 kHz 30 dB

bande passante 1.9...2.1 kHz 0dB
2¢"¢ hande d’arrét | 2.4... 5 kHz 40 dB

Dans le cas, ou deux atténuations différentes sont proposées pour les bandes d’arrét,
les calculs doivent se faire avec la plus forte atténuation (ici 40 dB). De méme,
lorsque les largeurs des bandes de transition différent, on prendra la plus faible des
deux.

Dans le tableau 3.2, nous voyons que la fenétre en cosinus offre I'atténuation sou-
haitée. Comme la plus petite bande de transition a une largeur de 0.1 kHz, on en
déduit que les fréquences définissant les bandes de transition sont les suivantes :

‘ fal ‘ fpl ‘ fp2 ‘ fa2 ‘
| 1.8 kHz [ 1.9 kHz | 2.1 kHz | 2.2 kHy

Ce qui donne pour les deux bandes de transition la largeur suivante :

Af 0.1kHz
AQ =2 =2r——— = 0.02
T T 0kH i
L’ordre du filtre est fixé par la largeur de la bande de transition ASQ :
6.2m 6.2
N>——=—=31
- AQ 0.02 310

Comme cette valeur est entiére et paire, il n’est pas nécessaire de 'augmenter; le
point de symétrie se situe donc en Ny = 155.

La réponse du filtre est construite a partir de celle d’un filtre passe-bande idéal dont
les fréquences caractéristiques se situent au centre des 2 transitions

fo = # — 1.85kHz
fug = @ =215kHz
donc : f 1.85 kH
O, = ordel = op P NIE
cl 7Tfe ™ 10 4H 2 0.377
215 kH
O = 2pd2 — g 2W0KHz o

T T 0kH>
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3.9. Réalisation d’un filtre passe-bande

La réponse impulsionnelle désirée est celle d'un filtre passe-bande (équ. 3.22) :

T (n—Ns)Qe2 T (n—Ns)Qe1

Qeo sin((n—Ng)Qe2) Qe sin((n—Ng)Qe1) si 0<n 7& Ns <N

ha[n] = Rt si n=N,

0 sinon

ou, plus simplement :

sin ((n — Ny)Qe2) _ sin ((n — Ng)Qe1)

halnl = — = 7(n—N,)
~ sin(0.437(n —155))  sin (0.377 (n — 155))
B 7 (n — 155) a 7 (n — 155)

En multipliant cette réponse par la fenétre en cosinus wc[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

hin| = hg[n] - we[n]

_ (sin (0437 (n —155))  sin(0.377 (n — 155))\ 1 — cos(27n/310)
hln} = ( t(n—155)  w(n—155) ) ' 2

Réponse impulsionnelle
T T

0.06 - .

1

1

o0af | L
0.02
‘_‘“’M'”‘E‘N“Mu‘rmltﬂ J ﬂ‘i‘ﬁ""}' JIHJHH { { { [L IL TL EAEAAN T A — i

e

~0.06 I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

h[n]

o

-0.02 -

-0.04

Réponse fréquentielle
T T T

—-40 -

50+ —~

~60 I I I I ﬂ I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

F1G. 3.22.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-bande (cosinus)

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle sont présentées dans la figure 3.22. Un
tracé plus détaillé de la réponse fréquentielle permet de relever une ondulation maxi-
mum de 0.05 dB aux 2 extrémités de la bande passante et des pulsations de coupure
(-3 dB) situées en 1864 Hz et 2136 Hz.
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3.10. Exercices

RIF 1 : Reéalisez un filtre passe-bas non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

f,=10kHz A,=0dB; f,=12kHz A,>50dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz. Pour cela :

1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;
2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;
3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
4. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :

a) carré de période K, = 100;

b) sinus de fréquence f; = 1.0kHz;

c¢) sinus de fréquence fo = 1.2kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 2 : Reéalisez un filtre passe-haut non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

fo=08kHz A, >40dB;  f,=10kHz A,=0dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;
2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;
3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
4. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :

a) carré de période K, = 100;

b) sinus de fréquence f; = 0.8 kHz;

¢) sinus de fréquence fo = 1.0kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 3: Reéalisez un filtre passe-bande non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

fm=10kHz fpo=20kHz A,=0dB
fa1=09kHz A, >50dB  foo=23kHz A, >40dB
alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.
1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;

2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;

3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
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4. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :

a) carré de période K, = 200;
b) sinus de fréquence f; = 1.5kHz;
¢) sinus de fréquence fo = 0.6 kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 4 : On veut réaliser un filtre passe-bas a réponse impulsionnelle finie tel que
sa bande passante soit de 1 kH z alors que f. = 20kH 2.

1. Analyse temporelle

a) calculez hy[n];

b) tronquez h, & N = 128 et rendez-la causale;
¢) que vaut hy[n] a ses extrémités ?
d) est-ce raisonnable de I'accepter tel quel 7 sinon que pouvez-vous faire ?

2. Analyse fréquentielle
Afin d’augmenter la résolution spectrale, on ajoute des 0 a la réponse impul-
sionnelle ; comme 'usage de la FF'T nécessite que la longueur du signal analysé
soit une puissance de 2, essayez 512 et/ou 1024.

a) calculez H(jf) (fft) ;

b) tracez le module et la phase de H(jf);

C) est-ce que cela correspond a votre attente ?

d) que valent les extrema de la bande passante et celle d’arrét (zoom) ?
)

e) mesurez la fréquence de coupure et la largeur de la bande de transition.

3. Amélioration de la réponse fréquentielle

a) reprenez hy[n] et multipliez-la par une fenétre en cosinus ou de Hamming;
b) répétez les points 2.a),- - -,2.d).

¢) concluez.

RIF 5 :

1. Générez un signal z[n] de 64 échantillons a partir d'un cosinus discret tel que

A=10,Q¢=m/16, o = /3.

2. Le systéme dans lequel passe ce signal x[n] est décrit par les 2 équations
suivantes :

yln] = win] —win —1]

3. Dessinez le schéma fonctionnel de ce systéme et décrivez ce que réalise chaque
fonction ; en quoi ces 2 opérateurs sont-ils a réponse impulsionnelle finie ?

91



3. SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

4. Tracez sur une méme figure les 3 signaux (subplot); observez-les.
5. Esquissez a la main le spectre de chacun des 3 signaux ;
a) remarquez que le premier opérateur est non linéaire et qu’il génére des
fréquences non présentes dans z[n]; lesquelles ?
b) d’un point de vue temporel et fréquentiel, quel est l'effet du deuxiéme
opérateur ?
6. Observez le signal w[n]; quelles sont les fréquences présentes ?

7. Transformez de Fourier les 3 signaux; tracez sur une nouvelle figure les 3
spectres d’amplitudes.

8. Observez ces spectres et justifiez votre analyse précédente.
Reéf. : McClellan, Schaffer, Yoder : DSP FIRST, Prentice Hall, 1998, p. 461

RIF 6 :

1. Générez un signal z[n] de 128 échantillons tel que
zn| =10 cos(2nn/Tyo + 7/6) + 2 cos(6m n/Ty + 7/2)

avec Ty = 32; que valent les pulsations normalisées de z[n]?

2. Ce signal est appliqué a un filtre RIF d’ordre 2 décrit par
y[n] = z[n] — 2 cos(37/16) x[n — 1] + x[n — 2]

Dessinez son schéma fonctionnel.

Quel est le gain DC de ce filtre ?

Quelle est sa réponse impulsionnelle h[n] ?

Avec Matlab, calculez et tracez les signaux z[n], hin| et y[n].

Observez les résultats; quel est effet du filtre ?

NS Ot W

Justifiez I’allure de y[n] en calculant et tracant le module de la réponse fréquen-
tielle H(j§2) = TF(h[n]) avec Nppr = 128 ainsi que les spectres d’amplitude
de z[n] et y[n|.

RIF 7 : Poursuivant ’exercice précédent et partant de son équation

y[n| = z[n] — 2 cos(37/16) x[n — 1] + x[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert

puis

a) calculez ses poles et zéros;

b) tracez-les dans le plan complexe;
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¢) justifiez l'effet réjecteur de ce filtre.

2. Pour quelle fréquence normalisée a-t-on H(jf/f.) =07

3. Tenant compte de ce qui vient d’étre vu, quelle est I’équation d’un filtre réjec-
teur capable de supprimer

a) le 50 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz;
b) le 50 Hz et 150 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz.

4. Générez ces signaux et vérifiez vos algorithmes.
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