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1. Éléments de �ltrage analogique1.1. IntroductionLe �ltrage est l'opération qui consiste à modi�er les composantes spectrales d'unsignal. Le �ltre est un circuit qui réalise cette opération. Les intervalles de fréquenceoù les composants du signal sont transmises sont appelées bandes passantes ; lesintervalles où les signaux sont bloqués sont désignés sous le nom de bandes d'arrêtou d'atténuation.1.1.1. Filtre idéalUn �ltre idéal est caractérisé par :1. une réponse fréquentielle dont le module vaut 1 dans les bandes passantes ;2. une réponse fréquentielle dont le module vaut 0 dans les bandes d'arrêt ;3. un temps de propagation tp qui est le même pour toutes les composantesspectrales. Ce temps de propagation constant est équivalent à une réponsefréquentielle à phase linéaire.Ce type de �ltres, purement théorique et bien entendu impossible à réaliser prati-quement, est celui vers lequel on tend avec un �ltre réel. Les réponse fréquentiellesdes 4 �ltres idéaux de base sont représentés à la �gure 1.1.1.1.2. Formes canoniquesLes �ltres réels sont généralement représentés par des fonctions de transfert H(s)dont les numérateurs et dénominateurs sont des polynômes en s. Ces polynômessont ordonnés de manière croissante (forme de Bode) ou dans l'ordre décroissant(forme de Laplace). Dans chaque cas, le premier coe�cient de ces polynômes doitêtre égal à un.A�n de faciliter l'analyse, le tracé des réponses fréquentielles et la réalisation des�ltres, ces polynômes sont généralement décomposés en facteurs simples d'ordre 1ou 2. Ces facteurs simples font intervenir une pulsation caractéristique et, pour ceuxd'ordre 2, un facteur de qualité Q0 ou, son inverse, le coe�cient d'amortissement
ζ = 1/2Q0. 3



1. Éléments de filtrage analogique
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Fig. 1.1.: Réponses fréquentielles des �ltres idéauxL'ensemble des possibilités de description des �ltres se réduit donc aux facteurssimples suivants représentés sous la forme de Bode :
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(1.1)On y trouve :� les pulsations caractéristiques ω1 et ω0 ;� le facteur de qualité Q0 ;� le coe�cient d'amortissement ζ = 1/(2Q0).Voici un exemple d'écriture de fonctions de transfert dans les formes de Bode et deLaplace :
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01.1.3. Formes normaliséesIl est d'usage de décrire ces fonctions de transfert à l'aide de polynômes normalisésdans lesquels les pulsations caractéristiques sont unitaires. Les polynômes normalisés4



1.1. Introductiond'ordre 1 s'écrivent alors sous la forme :
P1(s) = s + 1 (1.2)et il est sous-entendu qu'ils correspondent à l'un des deux polynômes suivants :

P1(s) =







s + ω1

1 + s
ω1

(1.3)Les polynômes normalisés d'ordre 2 s'écrivent sous la forme :
P2(s) = s2 + 2ζ s + 1 (1.4)et il est sous-entendu qu'ils correspondent à l'un des deux polynômes suivants :
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(1.5)1.1.4. Filtres d'ordre 2Les �ltres fondamentaux sont du type passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande. A ceux-ci, on peut en ajouter beaucoup d'autres tels que, par exemple, les�ltres correcteurs d'amplitude et les �ltres déphaseurs.
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CFig. 1.2.: Filtres d'ordre 2 réalisé avec un circuit série RLCLa �gure 1.2 montre comment le circuit RLC permet de réaliser les 4 �ltres de base.Suivant l'endroit où l'on recueille la tension de sortie, on trouve en e�et :� le �ltre passe-bas aux bornes de la capacité
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1. Éléments de filtrage analogique� le �ltre passe-bande aux bornes de la résistance
HP∆(s) =

2ζ (s/ω0)

1 + 2ζ (s/ω0) + (s/ω0)
2 (1.7)� le �ltre passe-haut aux bornes de l'inductance

HPH(s) =
(s/ω0)

2

1 + 2ζ (s/ω0) + (s/ω0)
2 (1.8)� le réjecteur de bande aux bornes de l'inductance et de la capacité

HR∆(s) =
1 + (s/ω0)

2

1 + 2ζ (s/ω0) + (s/ω0)
2 (1.9)Dans le cas du �ltre passe-bande d'ordre 2, on n'oubliera pas les relations impor-tantes suivantes :

∆ω ≡ ωs − ωi =
ω0

Q0
, ω2

0 = ωs · ωi (1.10)où ωi, ωs, ∆ω sont, respectivement, les pulsations de coupure inférieure, supérieureet la bande passante du �ltre.1.2. Filtres optimums1.2.1. GabaritContrairement au �ltre idéal, un �ltre réel possède une bande de transition entre lesbandes passantes et d'arrêt et les spéci�cations du �ltre sont généralement donnéesà l'aide d'un gabarit (�gure 3.1). Celui-ci précise les bandes passantes, bandes detransition et bandes d'arrêt souhaitées.A la donnée du gabarit, on peut ajouter des spéci�cations telles que� l'amplitude de l'ondulation acceptée dans les bandes passantes et/ou d'arrêt� l'uniformité du temps de propagation dans la bande passante (phase linéaire).Il est important de relever ici que les gabarits ne sont pas toujours aussi simplesque celui de la �gure 3.1. Pour exemple, vous trouverez à la �gure 1.4 le gabarit quedoivent respecter les transmissions téléphoniques aux USA.1.2.2. ApproximationsSuivant le cahier des charges donné, la réalisation d'un �ltre passe-bas conduit à desfonctions de transfert dont les dénominateurs sont des polynômes qui optimisent aumieux les contraintes demandées. Ces polynômes, appelés polynômes d'approxima-tion, réalisent des �ltres caractérisés par l'une ou l'autre des propriétés suivantes :� une bande passante plate au maximum pour les �ltres de Butterworth ;6



1.2. Filtres optimums
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Fig. 1.4.: Gabarit de transmission téléphonique (Copyright 1975, ATT Company)
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1. Éléments de filtrage analogique� un temps de propagation uniforme (ou une phase linéaire) dans la bande passantepour les �ltres de Bessel ;� une bande de transition étroite obtenue au dépend d'une ondulation de la réponsefréquentielle dans la bande passante pour les �ltres de Tchebyche� de type I.Les �ltres ci-dessus sont des �ltres dits tout pôles pour lesquels le numérateur estd'ordre 0. Leurs fonctions de transfert s'écrivent alors sous la forme :
H(s) =

1

A(s)
(1.11)D'autres approximations de �ltres réels existent comme par exemple :� les �ltres de Tchebyche� de type II qui n'ont pas d'ondulations dans la bandepassante mais en possèdent dans la bande d'arrêt ;� les �ltres elliptiques pour lesquels on accepte des ondulations dans les bandespassantes et d'arrêt.Les fonctions de transfert de ces �ltres sont alors décrites par un rapport de deuxpolynômes ;

H(s) =
B(s)

A(s)
(1.12)Suivant la nature du �ltre les performances sont sensiblement di�érentes ; elles sontprésentées dans le tableau 1.1. Butterworth Bessel Tchebyche� I Tchebyche� IIRégularité de la courbe d'amplitude excellente satisfaisante ondulations bonneRaideur de la transition faible médiocre bonne moyenneRégularité du temps de propagation faible excellente médiocre faibleQualité de la réponse temporelle satisfaisante excellente mauvaise bonneFacteurs de qualité moyens faibles élevés moyensDisparité des composants faible très faible forte faibleTab. 1.1.: Caractéristiques selon le type de �ltres [4]
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1.2. Filtres optimums1.2.3. Temps de propagationOn sait que le déphasage est une mesure du décalage temporel td entre deux signauxpériodiques de même nature et que l'on a la relation suivante :
ϕ

2π
=

td
TDe manière équivalente, cela s'écrit

ϕ(ω) =
2π

T
td = ω td ⇔ td =

ϕ(ω)

ω
= T

ϕ(ω)

2πLorsque l'on s'intéresse au temps de propagation tp d'un �ltre réel, celui-ci est négatifet on le dé�nit comme suit
tp(ω) = −ϕ(ω)

ω
(1.13)Sa valeur est généralement donnée pour les basses fréquences
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ω

∣

∣

∣

∣

ω→0

(1.14)Dans le cas où le temps de propagation est constant, toutes les composantes spec-trales d'un signal sont retardées du même temps tp et le signal temporel est ainsipeu déformé.1.2.4. Illustration des réponses fréquentielles et temporellesPour cette illustration, on considère quatre �ltres d'ordre 5 et de nature di�érente.Les �gures 1.5 à 1.8 illustrent le comportement temporel et fréquentiel des �ltres deButterworth, Bessel et Tchebyche� I en utilisant des échelles logarithmiques (dia-grammes de Bode).Dans un but de comparaison, on y a ajouté un �ltre passe-bas composé de 5 cellulesidentiques d'ordre 1. A�n que les comparaisons se fassent sur une base commune,tous les �ltres ont la même pulsation de coupure, à savoir, ωc = 1 [rad/sec].La �gure 1.9 permet de comparer les réponses de l'ensemble des �ltres. La �gure 1.10utilise des axes linéaires a�n de mettre en évidence le comportement de la phase etcelui du temps de propagation des 4 �ltres.
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1. Éléments de filtrage analogique
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Fig. 1.5.: Filtre de Butterworth (n=5)
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Fig. 1.6.: Filtre de Bessel (n=5)
10



1.2. Filtres optimums
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Fig. 1.7.: Filtre de Tchebyche� (n=5)
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Fig. 1.8.: Filtre composé de 5 cellules d'ordre 1
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1. Éléments de filtrage analogique
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1.3. Filtres de Butterworth1.3. Filtres de ButterworthLes �ltres de Butterworth sont caractérisés par une réponse en amplitude extrême-ment plate dans la bande passante. Le carré du module de cette réponse fréquentielleest décrite par :
|H(jω)|2 = H(jω)H(−jω) =

1

1 + (ω/ωc)
2n (1.15)On notera que cette réponse est normalisée par rapport à la pulsation de coupure

ωc pour laquelle le �ltre possède une atténuation de √2 = 3 dB.En écrivant la fonction de transfert avec la variable de Laplace et en choisissant
ωc = 1, on obtient une description équivalente :

H(s)H(−s) =
1

1 + (−s2)n (1.16)On voit ainsi que le dénominateur de cette description est un polynôme d'ordre 2 n

D(s) = 1 +
(

−s2
)n

= 0 (1.17)dont les racines sont uniformément réparties sur un cercle de rayon unité. L'angleentre chaque racine vaut π/n et, suivant que l'ordre est pair ou impair, on aura lessituations illustrées par la �gure 1.11.On notera que les pôles à parties réelles positives sont instables. Ils sont dus à H(−s),la partie non réalisable de la fonction de transfert utilisée pour décrire le module dela réponse fréquentielle. Les pôles restant représentent la fonction de transfert H(s)du �ltre que l'on désire réaliser.
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jω/ωc
n = 4

jω/ωc

σ/ωcπ/5
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Fig. 1.11.: Position des pôles pour un �ltre de Butterworth 13



1. Éléments de filtrage analogiqueComme on l'a dit plus haut, les �ltres passe-bas étudiés ici sont des �ltres tout pôlesdécrits de manière générale par :
H(s) =

1

A(s)
=

1

1 + a1s + a2s2 + · · ·+ ansn
(1.18)Pour calculer le polynôme A(s), il su�t de connaître les coordonnées de chacundes pôles correspondant aux trinômes constitutifs du polynôme. En e�et, si l'on a

p1,2 = −a± jb, il vient :
A(s) =























(s + a + jb) (s + a− jb)

s2 + 2a s + a2 + b2

s2 + 2a s + 1

(1.19)
avec a2 + b2 = 1 car les racines normalisées par rapport à ωc se situent sur un cerclede rayon unité.Dans le cas d'un polynôme d'ordre 5, ce dernier sera décomposé en 3 polynômes debase provenant du pôle réel et des 2 paires de pôles complexes :Pôles Polynômes

p1 = −1 P1(s) = 1 + s
p2,3 = −0.809± j0.588 P2(s) = 1 + 1.618 s + s2

p4,5 = −0.309± j0.951 P3(s) = 1 + 0.618 s + s2On notera que pour chaque cellule d'ordre 2, le facteur de qualité correspondant Q0kest donné par l'inverse du deuxième coe�cient. Ainsi, pour le polynôme d'ordre 5,on aura Q02 = 1/1.618 et Q03 = 1/0.618.1.3.1. Tableau des polynômes de ButterworthConnaissant la position des pôles d'un polynôme d'ordre n quelconque, il est aiséd'en calculer les trinômes constitutifs. Ceux-ci sont donnés dans le tableau 1.2.1.3.2. Ordre et pulsation caractéristique d'un �ltreDans l'analyse des �ltres, il est fréquent d'exprimer la réponse fréquentielle à l'aidede l'atténuation A(jω) dé�nie comme l'inverse de H(jω) :
A(jω) ≡ 1

H(jω)
(1.20)14



1.3. Filtres de Butterworth

n P (s)1 (1 + s)2 (

1 + 1.414s + s
2
)3 (1 + s)

(

1 + 1.000s + s
2
)4 (

1 + 1.848s + s
2
) (

1 + 0.765s + s
2
)5 (1 + s)

(

1 + 1.618s + s
2
) (

1 + 0.618s + s
2
)6 (

1 + 1.932s + s
2
) (

1 + 1.414s + s
2
) (

1 + 0.518s + s
2
)7 (1 + s)

(

1 + 1.802s + s
2
) (

1 + 1.247s + s
2
) (

1 + 0.445s + s
2
)8 (

1 + 1.962s + s
2
) (

1 + 1.663s + s
2
) (

1 + 1.111s + s
2
) (

1 + 0.390s + s
2
)9 (1 + s)

(

1 + 1.879s + s
2
) (

1 + 1.532s + s
2
) (

1 + 1.000s + s
2
) (

1 + 0347s + s
2
)10 (

1 + 1.975s + s
2
) (

1 + 1.782s + s
2
) (

1 + 1.414s + s
2
) (

1 + 0.908s + s
2
) (

1 + 0.313s + s
2
)Tab. 1.2.: Quelques polynômes de Butterworth
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1. Éléments de filtrage analogiqueL'atténuation d'un �ltre de Butterworth est alors décrite par
|A(jω)|2 = 1 +

(

ω

ωc

)2n (1.21)Comme la connaissance des 2 paramètres n et ωc su�t à caractériser la réponsefréquentielle d'un �ltre de Butterworth, la donnée d'un gabarit passe-bas à l'aide de2 coordonnées su�t pour déterminer complètement le �ltre (�gure 1.12).
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fafpFig. 1.12.: Gabarit et réalisation d'un �ltre de ButterworthEn e�et, sachant que les atténuations aux points P (�n de la bande passante) et A(début de la bande d'arrêt) s'écrivent :
|A(jωp)|2 ≡ A2

p = 1 +

(

ωp

ωc

)2n (1.22)
|A(jωa)|2 ≡ A2

a = 1 +

(

ωa

ωc

)2n (1.23)On résout aisément ce système de 2 équations à 2 inconnues en e�ectuant le rapportdes deux équations après avoir passé la valeur 1 dans le membre de gauche. Prenantle logarithme des deux membres de l'équation, on obtient �nalement :
n ≥ 1

2

log
[(

A2
p − 1

)

/ (A2
a − 1)

]

log (ωp/ωa)
(1.24)Une fois l'ordre connu, on peut calculer la pulsation de coupure à partir d'une desdeux équations d'atténuation. Ce qui donne

ωc =
ωm

(A2(ωm)− 1)1/2n
(1.25)avec

ωm = ωp ou ωaComme la valeur trouvée pour l'ordre n du �ltre n'est généralement pas un entier,on l'arrondit à une valeur entière supérieure. On peut ainsi calculer deux valeursdi�érentes pour ωc : l'une avec la pulsation ωp et l'autre avec la pulsation ωa.16



1.3. Filtres de ButterworthEn choisissant l'une ou l'autre de ces deux pulsations caractéristiques, la courbe deréponse fréquentielle touchera l'une ou l'autre partie du gabarit (�gure 1.12a) ; cequi n'est pas satisfaisant. Par contre, en prenant pour ωc la moyenne géométriquedes deux valeurs ainsi trouvées, on permettra à la courbe de réponse fréquentiellede ne pas toucher le gabarit (�gure 1.12b).1.3.3. Synthèse d'un �ltre de ButterworthDans l'exemple qui suit, on souhaite réaliser un �ltre passe-bas de gain unité necomportant pas d'oscillations dans la bande passante et satisfaisant au gabarit sui-vant :
Hp = −1 dB fp = 1 kHz

Ha = −40 dB fa = 3 kHzPour ce faire on demande de :1. trouver l'ordre n et la fréquence de coupure fc du �ltre ;2. calculer les facteurs de qualité et le polynôme de réalisation ;3. tracer les réponses fréquentielle et temporelle.Solution :1. On a :
Ap = 1/Hp = +1 dB = 1.122 ⇒ A2

p − 1 = 0.2589

Aa = 1/Ha = +40 dB = 100 ⇒ A2
a − 1 ' 104d'où l'on tire :

n ≥ 1

2

log s
[(

A2
p − 1

)

/ (A2
a − 1)

]

log (ωp/ωa)
=

1

2

log (0.2589/104)

log (1/3)
= 4.80 ' 5

fc,p =
fp

(

A2
p − 1

)1/2n
=

1 kHz

0.25891/10
= 1.145 kHz

fc,a =
fa

(A2
a − 1)1/2n

=
3 kHz

104/10
= 1.194 kHzOn peut ainsi calculer la fréquence de coupure

fc =
√

fc,p · fc,a = 1.17 kHz 17



1. Éléments de filtrage analogique2. D'après le tableau 1.2, le polynôme normalisé d'ordre 5 vaut :
P5,n(s) = (1 + s)

(

1 + 1.618s + s2
) (

1 + 0.618s + s2
)On en déduit immédiatement les facteurs de qualité en prenant l'inverse descoe�cients d'ordre 1 des deux trinômes :

Q02 =
1

1.618
= 0.618 = −5.7 dB

Q03 =
1

0.618
= 1.618 = +5.7 dBEn remplaçant la variable s par s/(2π fc) = 1.36·10−4 s, on obtient le polynômede réalisation :

P5(s) =
(

1 + 1.36 · 10−4 s
)

·
(

1 + 2.20 · 10−4 s + 1.85 · 10−8 s2
)

·
(

1 + 0.84 · 10−4 s + 1.85 · 10−8 s2
)3. Partant du polynôme P5(s), on en déduit H(s) = 1/P5(s) et on peut calcu-ler puis tracer les réponses fréquentielles de chaque cellule (�gure 1.13). Lasomme (en dB) de ces 3 réponses donne la réponse fréquentielle du �ltre deButterworth d'ordre 5 (�gure 1.14). Les réponses impulsionnelle et indiciellesont également présentées dans la �gure 1.15.
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1.3. Filtres de Butterworth
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Fig. 1.14.: Réponse fréquentielle d'un �ltre de Butterworth d'ordre 5
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Fig. 1.15.: Réponses temporelles d'un �ltre de Butterworth d'ordre 5
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1. Éléments de filtrage analogique1.4. Filtres de Tchebyche�Lorsque les spéci�cations du gabarit permettent une ondulation dans la bande pas-sante du �ltre, on utilise fréquemment un �ltre de Tchebyche� de type I dont laréponse fréquentielle est décrite par :
|H(jω)|2 = H(jω)H(−jω) =

1

1 + ε2C2
n (ω/ωr)

2n (1.26)avec ωr délimitant la bande dans laquelle on accepte une ondulation r généralementexprimée en dB. On voit donc que pour les �ltres de Tchebyche�, la pulsation denormalisation n'est plus la pulsation de coupure mais la pulsation d'ondulation ωr.La fonction Cn décrivant la réponse fréquentielle du �ltre est oscillante dans la bandepassante et croissante dans la bande d'arrêt. Elle est décrite par :
Cn (ω/ωr) =







cos (n arccos (ω/ωr)) si ω/ωr ≤ 1

cosh (n acosh (ω/ωr)) si ω/ωr > 1
(1.27)L'amplitude ε de la fonction Cn est liée à l'ondulation r acceptée dans la bandepassante au travers de la relation suivante :

1 + ε2 = r2 ⇔ ε2 = 10 rdB/10 − 1 (1.28)1.4.1. Caractéristique des �ltres de Tchebyche�La réponse fréquentielle des �ltres de Tchebyche� est illustrée par la �gure 1.16 pourlaquelle on a pris r = 1 dB. On constate que le nombre d'extrémas présents dansla bande d'ondulation est égal à l'ordre du �ltre et que les ondulations se situentau-dessus ou au-dessous de 1 suivant que le �ltre est d'ordre pair ou impair.On se souviendra que la pulsation de la bande d'ondulation ωr sert de pulsation denormalisation et qu'elle est reliée à la pulsation de coupure ωc par la relation :
ωc = ωr cosh

(

1

n
acosh(1/ε)

) (1.29)
1.4.2. Calcul de l'ordre d'un �ltre de Tchebyche�Comme la donnée de la largeur de la bande d'ondulation �xe la pulsation de nor-malisation ωr, il su�t de connaître un point de la bande d'arrêt et l'amplitude ε del'ondulation admise pour déterminer l'ordre n du �ltre [1] :

n ≥
log
(

√

A2
a − 1 +

√

A2
a − 1− ε2

)

− log(ε)

log

(

(ωa/ωr) +
√

(ωa/ωr)
2 − 1

) (1.30)
20



1.4. Filtres de Tchebyche�
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Fig. 1.16.: Réponse fréquentielle des �ltres Tchebyche�Dans la situation fréquente où l'atténuation Aa est plus grande que 10, cette expres-sion peut être simpli�ée pour donner :
n ≥ log (2 Aa/ε)

log

(

(ωa/ωr) +
√

(ωa/ωr)
2 − 1

) (1.31)
1.4.3. Tableau des polynômes de Tchebyche�On peut montrer que les racines des polynômes réalisant la réponse fréquentielledécrite par l'équation (1.26) se situent sur une ellipse dont le petit diamètre dé-pend de l'ondulation r. A partir de cette ellipse, on peut calculer les polynômes deTchebyche� dont quelques uns sont données dans le tableau 1.3 pour r = 0.5 et
1.0 dB.
1.4.4. Synthèse d'un �ltre de Tchebyche�Dans l'exemple qui suit, on souhaite réaliser un �ltre passe-bas de gain unité pourlequel on accepte une ondulation de 1 dB dans la bande passante et satisfaisant augabarit suivant :

Hr = 1 dB fr = 1 kHz 21



1. Éléments de filtrage analogique
n P (s) pour r = 0.5 dB = 1.059 ou ε = 0.34931 (1 + 0.349s)2 (

1 + 0.940s + 0.659s
2
)3 (1 + 1.596s)

(

1 + 0.548s + 0.875s
2
)4 (

1 + 2.376s + 2.806s
2
) (

1 + 0.330s + 0.940s
2
)5 (1 + 2.760s)

(

1 + 1.230s + 2.097s
2
) (

1 + 0.216s + 0.965s
2
)6 (

1 + 3.692s + 6.370s
2
) (

1 + 0.719s + 1.695s
2
) (

1 + 0.152s + 0.977s
2
)7 (1 + 3.904s)

(

1 + 1.818s + 3.939s
2
) (

1 + 0.472s + 1.477s
2
) (

1 + 0.112s0.984 + s
2
)8 (

1 + 4.981s + 11.36s
2
) (

1 + 1.037s + 2.788s
2
) (

1 + 0.335s + 1.349s
2
) (

1 + 0.086s + 0.988s
2
)

n P (s) pour r = 1.0 dB = 1.122 ou ε = 0.50891 (1 + 0.509s)2 (

1 + 0.996s + 0.907s
2
)3 (1 + 2.024s)

(

1 + 0.497s + 1.006s
2
)4 (

1 + 2.411s + 3.579s
2
) (

1 + 0.283s + 1.014s
2
)5 (1 + 3.454s)

(

1 + 1.091s + 2.329s
2
) (

1 + 0.181s + 1.012s
2
)6 (

1 + 3.722s + 8.019s
2
) (

1 + 0.609s + 1.793s
2
) (

1 + 0.126s + 1.009s
2
)7 (1 + 4.868s)

(

1 + 1.606s + 4.339s
2
) (

1 + 0.392s + 1.530s
2
) (

1 + 0.092s + 1.007s
2
)8 (

1 + 5.010s + 14.23s
2
) (

1 + 0.876s + 2.934s
2
) (

1 + 0.276s + 1.382s
2
) (

1 + 0.070s + 1.006s
2
)Tab. 1.3.: Quelques polynômes de Tchebyche�
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1.4. Filtres de Tchebyche�
Ha = −40 dB fa = 3 kHzPour ce faire on demande de :1. calculer l'ordre n du �ltre et sa fréquence de coupure fc ;2. calculer les fréquence caractéristique et facteur de qualité de chaque cellule ;3. calculer le polynôme de réalisation ;4. tracer les réponses fréquentielle et temporelle.Solution :1. On a :

Ap = 1/Hr = r = 1 dB = 1.122 ⇒ ε =
√

r2 − 1 = 0.5089

Aa = 1/Ha = +40 dB = 100 et ua = fa/fr = 3d'où l'on tire :
n ≥ log (2 Aa/ε)

log

(

(ωa/ωr) +
√

(ωa/ωr)
2 − 1

)

≥ log (200/0.5089)

log
(

3 +
√

32 − 1
) = 3.39 ' 4

fc = fr cosh

(

1

n
acosh(1/ε)

)

= 1 kHz · cosh

(

1

4
acosh(1/0.5089)

)

= 1053 Hz2. Du tableau 1.3, on tire le polynôme normalisé pour une ondulation de 1 dB
P4,n(s) =

(

1 + 2.411s + 3.579s2
) (

1 + 0.283s + 1.014s2
)On en déduit immédiatement les 2 facteurs de qualité

Q01 =

√
3.579

2.411
= 0.785 = −2 dB Q02 =

√
1.014

0.283
= 3.56 = +11 dBet les 2 fréquences caractéristiques

f01 =
fr√
3.579

= 528 Hz f02 =
fr√
1.014

= 993 Hz3. E�ectuant le changement de variable
s → s

2π fr

= 1.59 · 10−4 s 23



1. Éléments de filtrage analogiquesur le polynôme normalisé
P4n(s) =

(

1 + 2.411s + 3.579s2
) (

1 + 0.283s + 1.014s2
)on obtient le polynôme de réalisation :

P4(s) =
(

1 + 3.84 · 10−4 s + 9.066 · 10−8s2
) (

1 + 0.45 · 10−4s + 2.568 · 10−8s2
)À ce polynôme correspond la fonction de transfert suivante :

H4(s) =
1

(1 + 3.84 · 10−4 s + 9.066 · 10−8s2) (1 + 0.45 · 10−4s + 2.568 · 10−8s2)dont les pulsations caractéristiques, facteurs d'amortissement et de qualitévalent :
ω01 = 1√

9.066·10−8
= 3321 rad/sec ω02 = 1√

2.568·10−8
= 6240 rad/sec

f01 = ω01

2π
= 528 Hz f02 = ω02

2π
= 993 Hz

ζ1 = 3.84·10−4 ω01

2
= 0.637 ζ2 = 0.45·10−4 ω02

2
= 0.1405

Q01 = 1
2ζ1

= 0.785 = −2 dB Q02 = 1
2ζ2

= 3.56 = 11 dBLes réponses fréquentielles des deux cellules sont tracées à la �gure 1.17. La somme(en dB) de ces 2 réponses donne la réponse fréquentielle du �ltre de Tchebyche�d'ordre 4 (�gure 1.18). Les réponses impulsionnelle et indicielle sont présentées dansla �gure 1.19.1.5. Filtres de BesselComme on vient de le voir, les �ltres de Butterworth et Tchebyche� conduisent àdes réponses indicielles ayant un fort dépassement malgré le fait que les amplitudesdes composantes spectrales soient pratiquement maintenues à leurs valeurs dans labande passante. Ce phénomène provient du fait que le déphasage de chacune de cescomposantes n'est pas proportionnel à sa fréquence.Avec les �ltres de Bessel (dits également de Thomson), on obtient des réponsesindicielles presque sans dépassement grâce au temps de propagation qui, dans labande passante, est pratiquement indépendant de la fréquence. Cela se paye natu-rellement par une réponse fréquentielle en amplitude moins abrupte dans la bandede transition que les �ltres précédents (le �ltre idéal n'existe pas encore !).Un temps de propagation constant (indépendant de la fréquence) signi�e que toutesles composantes spectrales d'un signal sont transmises avec le même décalage tem-porel. L'intégrité de la forme du signal est ainsi respectée sauf pour les composantesspectrales que l'on désire supprimer par �ltrage des amplitudes.24



1.5. Filtres de Bessel
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Fig. 1.18.: Réponse fréquentielle d'un �ltre de Tchebyche� d'ordre 4
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1. Éléments de filtrage analogique
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Fig. 1.19.: Réponses temporelles d'un �ltre de Tchebyche� d'ordre 41.5.1. Phase linéaire et temps de propagationOn a vu au paragraphe 1.2.3 que le temps de propagation tp est dé�ni comme suit
tp(ω) = −ϕ(ω)

ω
(1.32)et que sa valeur est généralement donnée pour les basses fréquences

tp = − ϕ(ω)

ω

∣

∣

∣

∣

ω→0

(1.33)Dans le cas où le temps de propagation est constant (indépendant de la fréquencedu signal), on dit que l'on a a�aire à des �ltres à phase linéaire car, dans ce cas, ona bien évidemment
ϕ(ω) = −ω tp (1.34)C'est la propriété essentielle des �ltres de Bessel.1.5.2. Temps de propagation des �ltres passe-basOn montre aisément que la phase de cellules d'ordre 1 ou 2

H1(jω) =
1

1 + jω/ω1
(1.35)

H2(jω) =
1

1 + 1/Q0 jω/ω0 + (jω/ω0)
2 (1.36)26



1.5. Filtres de Besselvalent respectivement
ϕ1(ω) = −atan (ω/ω1) (1.37)

ϕ2(ω) = −atan( ω/ (Q0ω0)

1− (ω/ω0)
2

) (1.38)Les temps de propagation valent alors
tp,1(ω) ≡ −ϕ1(ω)

ω
=

atan (ω/ω1)

ω

tp,2(ω) ≡ −ϕ2(ω)

ω
=

atan( ω/(Q0ω0)

1−(ω/ω0)2

)

ωLa valeur du temps de propagation est généralement donnée pour les basses-fréquences(ω → 0) ; on obtient alors pour les cellules d'ordre 1 et 2, respectivement
tp,1 =

1

ω1

, tp,2 =
1

Q0 ω0

(1.39)Comme un �ltre d'ordre quelconque est constitué de cellules d'ordre 1 et 2, les tempsde propagation s'ajoutent pour donner
tp =

∑

k

1

Q0,k ω0,k
(1.40)avec Q0,k = 1 pour les cellules d'ordre 1.1.5.3. Fonctions de transfertLes fonctions de transfert conduisant à un temps de propagation constant dans labande passante possèdent un dénominateur décrit par des polynômes de Bessel

P (s) =
1

H(s)
= 1 + b1s + b2s

2 + · · · bns
n (1.41)dont les coe�cients se calculent de manière itérative

bk =
2 (n− k + 1)

k (2n− k + 1)
bk−1 avec b1 = 1 (1.42)Le tableau 1.4 donne quelques polynômes de Bessel décomposés en produits debinômes et trinômes normalisés par rapport à la pulsation de coupure du �ltre. Letableau a été construit en recherchant numériquement les racines des polynômesoriginaux et les pulsations de coupure. 27



1. Éléments de filtrage analogique
n P (s)1 (1 + s)2 (

1 + 1.3614s + 0.6178s
2
)3 (1 + 1.3225s)

(

1 + 0.9998s + 0.4773s
2
)4 (

1 + 1.3389s + 0.4883s
2
) (

1 + 0.7738s + 0.3885s
2
)5 (1 + 1.5015s)

(

1 + 1.1408s + 0.4133s
2
) (

1 + 0.6219s + 0.3249s
2
)6 (

1 + 1.2224s + 0.3891s
2
) (

1 + 0.9691s + 0.3509s
2
) (

1 + 0.5133s + 0.2759s
2
)7 (1 + 1.6840s)

(

1 + 1.0946s + 0.3396s
2
) (

1 + 0.8305s + 0.3012s
2
) (

1 + 0.4333s + 0.2382s
2
)8 (

1 + 1.112s + 0.3166s
2
) (

1 + 0.976s + 0.2984s
2
) (

1 + 0.721s + 0.2625s
2
) (

1 + 0.373s + 0.209s
2
)Tab. 1.4.: Quelques polynômes de Bessel-Thomson1.5.4. Synthèse d'un �ltre de BesselD'un point de vue analytique, il n'existe malheureusement pas d'approche simplepour trouver les pôles de H(s). On ne peut donc pas déterminer analytiquement lavaleur de la pulsation de coupure et trouver l'ordre du �ltre à partir d'un gabarit.On se contente alors d'une approche itérative conduisant à véri�er si un �ltre donné(ordre et pulsation de coupure) entre bien dans le gabarit requis. La synthèse serésume donc à dé�nir la bande passante (-3 dB) désirée et à choisir un ordre du�ltre su�samment élevé pour atteindre l'atténuation souhaitée.À titre illustratif, considérons le cas d'un �ltre de Bessel d'ordre 6 et de pulsation decoupure ωc = 1 [rad/sec]. Du tableau 1.4, on tire le polynôme normalisé par rapportà la pulsation de coupure ωc. Comme nous avons choisi de prendre ωc = 1 [rad/sec],ce polynôme n'a pas besoin d'être modi�é et l'on a

H(s) =
1

(1 + 1.2224s + 0.3891s2) (1 + 0.9691s + 0.3509s2) (1 + 0.5133s + 0.2759s2)De cette fonction de transfert, nous déduisons que le �ltre est réalisé à l'aide de troiscellules d'ordre 2 caractérisées par :
ω01 =

1√
0.3891

= 1.60

[

rad

sec

]

Q01 =
1

1.2224 · ω01
= 0.51

ω02 =
1√

0.3509
= 1.69

[

rad

sec

]

Q02 =
1

0.9691 · ω02

= 0.6128



1.6. Largeur de bande et durée de la réponse temporelle
ω03 =

1√
0.2759

= 1.90

[

rad

sec

]

Q03 =
1

0.5133 · ω03
= 1.02Comme le temps de propagation total est égal à la somme des temps de propagationde chaque cellule, on a

tp =
3
∑

k=1

1

Q0k · ω0k

= 1.22 + 0.97 + 0.51 = 2.70 [sec]La �gure 1.20 montre la réponse fréquentielle de ce �ltre d'ordre 6 dont la pulsationde coupure vaut 1 rad/sec. La �gure 1.21 illustre la réponse indicielle du �ltre. Il estintéressant de relever que le temps nécessaire pour atteindre le 50% de la réponseindicielle correspond au temps de propagation du �ltre. En�n, la �gure 1.22 montrecomment la phase et le temps de propagation changent avec la pulsation. On voitbien que, dans la bande passante, la phase varie linéairement et que le temps depropagation est pratiquement indépendant de la pulsation.
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1.6. Largeur de bande et durée de la réponsetemporelleLors de l'utilisation des �ltres, on souhaite souvent avoir simultanément une bandepassante étroite et un régime transitoire rapide. Or, cela est inconciliable. Pour le29



1. Éléments de filtrage analogique
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1.6. Largeur de bande et durée de la réponse temporellevoir, considérons un �ltre passe-bande dont la fonction de transfert est décrite parsa pulsation caractéristique ω0 et son facteur de qualité Q0 :
H(s) =

1/Q0 (s/ω0)

1 + 1/Q0 (s/ω0) + (s/ω0)
2 (1.43)Sachant que le facteur de qualité et la largeur de bande sont reliés entre eux par

∆ω =
ω0

Q0

(1.44)la fonction de transfert du �ltre passe-bande peut également s'écrire sous la forme
H(s) =

∆ω s

s2 + ∆ω s + ω2
0

(1.45)Les pôles de cette fonction de transfert valent :
p1,2 = −∆ω

2
±

√

(

∆ω

2

)2

− ω2
0

= −∆ω

2

(

1±
√

1− 4 Q2
0

)Si le �ltre passe-bande est sélectif, le facteur de qualité est élevé et l'expression despôles se simpli�ent pour donner :
p1,2 ' −

∆ω

2
± jω0 (1.46)La réponse transitoire du �ltre est alors décrite par :

yh(t) = A1e
p1t + A2e

p2t = A exp

(

−∆ω

2
t

)

cos (ω0t + α) (1.47)Ceci est une réponse oscillante amortie dont la constante de temps τ vaut 2/∆ω =
1/π∆f . Considérant que la durée du régime transitoire vaut environ 3 constantesde temps, on en tire la relation importante suivante :

∆t ' 3τ =
3

π∆f
' 1

∆f
(1.48)Cette relation montre que l'on ne peut pas avoir simultanément une grande sélecti-vité (∆f petit) et un régime transitoire court (∆t petit). Une conclusion similaireest véri�ée pour les �ltres autres que passe-bande pour lesquels on ne peut pas avoirsimultanément une bande de transition étroite et un temps d'établissement rapide.31



1. Éléments de filtrage analogique1.7. Réalisations des �ltres analogiques1.7.1. Filtres normalisésComme on l'a déjà dit, les �ltres sont représentés par des fonctions de transfert dontles numérateurs et dénominateurs sont des polynômes P (s) décomposés en facteurssimples d'ordre 1 ou 2 :
P1(s) = 1 + s/ω1 (1.49)
P2(s) = 1 +

1

Q0

s

ω0

+

(

s

ω0

)2 (1.50)Aussi, pour caractériser un �ltre d'ordre quelconque, su�t-il de donner les pulsationscaractéristiques et les facteurs de qualité de chaque cellule. C'est ce qui est fait pourles �ltres passe-bas dans le tableau 1.5.On notera que pour les �ltres de Butterworth et Bessel, la pulsation de normalisationest la pulsation de coupure ωc (3 dB d'atténuation). Alors que, pour les �ltres deTchebyche�, la pulsation de normalisation est celle correspondant à la bande danslaquelle on accepte une ondulation. L'amplitude r de l'ondulation admise s'exprimegénéralement en dB et les valeurs les plus souvent proposées sont 0.5 dB (5.9%d'ondulation) et 1.0 dB (12.2% d'ondulation).1.7.2. Transformations d'un �ltre normaliséL'étude des �ltres est basée sur la connaissance approfondie des �ltres passe-bas.C'est donc à partir des caractéristiques des �ltres passe-bas que l'on construit cellesdes �ltres de type passe-haut, passe-bande ou réjecteur de bande.On véri�e aisément que le passage d'une cellule passe-bas d'ordre 1 à une cellule denature di�érente se fait par les changements de variable donnés dans le tableau 1.6.La transformation passe-bas vers passe-haut est aisée alors que les deux autres sontfastidieuses et source d'erreurs. Aussi, dans le cas de �ltres passe-bande et coupe-bande, vaut-il mieux utiliser un outil tel que Matlab qui permet d'obtenir directe-ment les polynômes de réalisation.Il est important de noter que, partant d'un passe-bas d'ordre n, le �ltre équivalentpasse-bande ou coupe-bande sera d'ordre 2 n. La démarche permettant de passerd'un �ltre à un autre est présentée en détail dans [3].1.7.3. Circuits de Sallen et Key à gain �xeComme tout �ltre peut être réalisé à partir de cellules d'ordre 1 ou 2 décrites parleur facteur de qualité et pulsation caractéristique, on voit qu'il su�t de connaîtreles circuits de base d'ordre 1 ou 2 pour réaliser n'importe quel �ltre d'ordre n.Ces circuits utilisent un ampli�cateur suiveur (à gain unité) et une réaction positive.Ils permettent ainsi de réaliser des �ltres à gain �xe de type passe-bas, passe-hautet passe-bande. Leurs schémas sont présentés dans la �gure 1.23.32



1.7. Réalisations des �ltres analogiques
Ordre Cellules Btw (1) Bessel Tchb. 0.5 dB Tchb. 1 dB

Qk
ωk

ωc
Qk

ωk

ω 0.5dB
Qk

ωk

ω 1dB
Qk1 1 1.000 2.8628 1.96522 1 0.7071 1.2723 0.5774 1.2313 0.8637 1.0500 0.95653 1 1.3225 0.6265 0.49422 1.0000 1.4474 0.6910 1.0689 1.7062 0.9971 2.01774 1 0.5412 1.4310 0.5219 0.5970 0.7051 0.5286 0.78452 1.3066 1.6043 0.8055 1.0313 2.9406 0.9932 3.55905 1 1.5015 0.3623 0.28952 0.6180 1.5555 0.5635 0.6905 1.1778 0.6552 1.39883 1.6180 1.7545 0.9165 1.0177 4.5450 0.9941 5.55646 1 0.5176 1.6030 0.5103 0.3962 0.6836 0.3531 0.76092 0.7071 1.6882 0.6112 0.7681 1.8104 0.7468 2.19803 1.9319 1.9037 1.0233 1.0114 6.5128 0.9954 8.00377 1 1.6840 0.2562 0.20542 0.5550 1.7160 0.5324 0.5039 1.0916 0.4801 1.29693 0.8019 1.8221 0.6608 0.8227 2.5755 0.8084 3.15594 2.2470 2.0491 1.1263 1.0080 8.8418 0.9963 10.89878 1 0.5098 1.7772 0.5060 0.2967 0.6766 0.2651 0.75302 0.6013 1.8308 0.5596 0.5989 1.6107 0.5828 1.95653 0.8999 1.9518 0.7109 0.8610 3.4657 0.8506 4.26614 2.5629 2.1872 1.2257 1.0059 11.5308 0.9971 14.24059 1 1.8570 0.1984 0.15932 0.5321 1.8788 0.5197 0.3954 1.0664 0.3773 1.26003 0.6527 1.9483 0.5895 0.6727 2.2131 0.6622 2.71294 1.000 2.0808 0.7606 0.8885 4.4780 0.8806 5.52665 2.8794 2.3228 1.3219 1.0046 14.5793 0.9976 18.028610 1 0.5062 1.9412 0.5039 0.2372 0.6734 0.2121 0.74952 0.5612 1.9790 0.5376 0.4878 1.5347 0.4761 1.86453 0.7071 2.0606 0.6205 0.7293 2.8913 0.7215 3.56054 1.1013 2.2021 0.8098 0.9087 5.6114 0.9025 6.93675 3.1962 2.4487 1.4153 1.0037 17.9871 0.9980 22.2630

(1)Pour toutes les cellules des �ltres de Butterworth, on a ωk/ωc = 1Tab. 1.5.: Pulsations et facteurs de qualité des �ltres normalisés
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1. Éléments de filtrage analogique
R1 R2

C1

C2
U1

U2

Filtre passe-bas

C1 C2

R1

R2U1
U2

Filtre passe-haut

C2

R2

R3U1
U2

Filtre passe-bande

R1

C1

Fig. 1.23.: Circuits de Sallen et Key à gain �xe
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1.7. Réalisations des �ltres analogiquesFiltre désiré Caractéristiques Variablepasse-bas ωk s/ωkpasse-haut ωk ωk/spasse-bande ω0 =
√

ωiωs B0 = ωs−ωi

ω0

s/ω0+ω0/s
B0coupe-bande ω0 =

√
ωiωs B0 = ωs−ωi

ω0

B0

s/ω0+ω0/sTab. 1.6.: Transformations d'un �ltre normaliséFiltres passe-bas et passe-hautLes fonctions de transfert des �ltres passe-bas et passe-haut sont décrites par :
HPB(s) =

1

1 + C2(R1 + R2) s + C1C2R1R2 s2
(1.51)

HPH(s) =
C1C2R1R2 s2

1 + R1(C1 + C2) s + C1C2R1R2 s2
(1.52)Par identi�cation des termes de la forme canonique avec ceux des fonctions de trans-fert, on montre aisément les résultats suivants :

ω2
0 =

1

C1C2R1R2

(1.53)
Q0,PB =

√

C1R1R2

C2 (R1 + R2)
2 (1.54)

Q0,PH =

√

R2C1C2

R1 (C1 + C2)
2 (1.55)Comme le nombre d'éléments indéterminés (4) est plus grand que le nombre d'équa-tions (2), on doit en choisir 2 au préalable. A�n que le facteur de qualité puisse êtresupérieur à 0.5, on prendra :1. pour le �ltre passe-bas :

R1 = R2 = R (1.56)35



1. Éléments de filtrage analogiqued'où
ω0 =

1

CR
Q0 =

1

2

√

C1

C2
(1.57)

C2 =
1

2Q0 ω0R
C1 = 4 Q2

0 C2 (1.58)2. pour le �ltre passe-haut :
C1 = C2 = C (1.59)d'où

ω0 =
1

CR
Q0 =

1

2

√

R2

R1
(1.60)

R1 =
1

2Q0ω0C
R2 = 4Q2

0R1 (1.61)Filtre passe-bandeLa fonction de transfert du �ltre passe-bande de la �gure 1.23 est décrite par :
HP∆(s) =

R2

R1 + R2

C2R3 s

1 + R2

R1+R2
(R1(C1 + C2) + R3C2) s + R2

R1+R2
C1C2R1R3 s2(1.62)En choisissant C1 = C2 = C et R1 = R3 = R, on obtient

HP∆(s) =
R2

R + R2

CR s

1 + 3 R2

R+R2
CR s + R2

R+R2
C2R2 s2

(1.63)En identi�ant les termes de HP∆(s) avec ceux de la forme canonique
HP∆(s) = A0

1
Q0ω0

s

1 + 1
Q0ω0

s + 1
ω2

0

s2on montre aisément les résultats suivants :
A0 ≡ HP∆(jω0) =

1

3
(1.64)

ω2
0 =

(

1 +
R

R2

)

1

C2R2
(1.65)

Q0 =
1

3

√

1 +
R

R2
(1.66)Après avoir librement choisi la valeur de R2, on voit que les équations ci-dessus nouspermettent de calculer la valeur des éléments nécessaires à la réalisation d'un �ltrepasse-bande :

R = R2

(

9 Q2
0 − 1

) (1.67)
C =

√

1 +
R

R2

1

ω0R
=

3 Q0

ω0R
(1.68)On notera qu'à la pulsation caractéristique du �ltre, le gain vaut 1/3 et que, sinécessaire, il faudra corriger le gain global.36



1.7. Réalisations des �ltres analogiquesRemarqueLes circuits à gain �xe o�rent un moyen simple de réaliser des �ltres d'ordre 2.Cependant, si l'on observe les équations donnant la pulsation caractéristique ω0 etle facteur de qualité Q0, on voit que l'on ne peut pas varier l'un sans changer l'autre.De plus, le choix des valeurs normalisées pour les composants R ou C n'est paspossible. On préfère donc parfois, lorsqu'il s'agit de �ltres passe-bas ou passe-haut,utiliser les circuits à gain variable.1.7.4. Circuits de Sallen et Key à gain variableLeurs schémas sont présentés dans la �gure 1.24. On voit qu'ils ont la même struc-ture que les circuits précédents sauf que l'ampli�cateur suiveur est remplacé par unampli�cateur gain variable valant
K =

R3 + R4

R3
= 1 +

R4

R3On montre aisément que les fonctions de transfert de ces �ltres sont décrites par :
HPB(s) = K

1

1 + (3−K) sRC + (sRC)2
(1.69)

HPH(s) = K
(sRC)2

1 + (3−K) sRC + (sRC)2
(1.70)

HP∆(s) =
K

3−K

(3−K) sRC

1 + (3−K) sRC + (sRC)2
(1.71)L'identi�cation des coe�cients des dénominateurs avec ceux de la forme canonique

D(s) = 1 +
1

Q0

s

ω0
+

(

s

ω0

)2 (1.72)permet de voir que l'on a les relations suivantes :
ω0 =

1

RC
(1.73)

1

Q0
= 3−K = 2− R4

R3
(1.74)Comme le nombre d'éléments indéterminés (4) est plus grand que le nombre d'équa-tions (2), on doit en choisir 2 au préalable. Si, par exemple, on se donne C et R3,on a alors

R =
1

ω0C
(1.75)

R4 = R3

(

2− 1

Q0

) (1.76)
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1. Éléments de filtrage analogiqueRemarque On notera que le gain en tension des cellules passe-bas et passe-hautvaut
AU, PB = AU, PH = K = 3− 1

Q0
' 3 (1.77)alors que celui du �ltre passe-bande

AU, P∆ =
K

3−K
= 3 Q0 − 1 ' 3 Q0 (1.78)est proportionnel au facteur de qualité ; il peut ainsi atteindre des valeurs très im-portantes. On préfère alors, pour ce type de �ltre, utiliser la cellule à gain �xe.1.7.5. Réalisation d'un �ltre passe-bandeDonnéeOn souhaite réaliser un �ltre passe-bande d'ordre n = 6 pour lequel on accepte uneondulation r = 1 dB entre les pulsations ω1 = 500 [rad/sec] et ω2 = 2000 [rad/sec].SolutionCe �ltre sera réalisé par 3 cellules d'ordre 2 provenant chacune de la transformationd'une cellule passe-bas d'ordre 1 en une cellule passe-bande. Cette transformationse fait par le changement de variable suivant (tableau 1.6) :

s −→ s/ω0k + ω0k/s

Bk
(1.79)avec

ω0k =
√

ωiωs Bk =
ωs − ωi

ω0
=

1

Q0k
(1.80)On comprend bien que le calcul de cette transformation à partir du tableau despolynômes normalisés n'est pas aisée et qu'il vaut mieux utiliser un programme per-mettant d'obtenir directement les paramètres de chaque cellule. Le logiciel Matlabse prête particulièrement bien à cela.Le contenu du �chier permettant de calculer le �ltre désiré est donné dans la sec-tion 1.7.5. On y trouve en particulier la fonction zpk (zero-pole-gain) de Matlab quia�che les résultats dans la forme de Laplace :1658160052.054 s^3-----------------------------------------------------------------------(s^2 + 151.6s + 2.57e005)(s^2 + 741.3s + 1e006)(s^2 + 589.7s +3.891e006)Dans la forme de Bode, la fonction de transfert du �ltre passe-bande à gain unités'écrit alors :

H(s) =

1
Q01

s
ω01

(

1 + 1
Q01

s
ω01

+
(

s
ω01

)2
)

1
Q02

s
ω02

(

1 + 1
Q02

s
ω02

+
(

s
ω02

)2
)

1
Q03

s
ω03

(

1 + 1
Q03

s
ω03

+
(

s
ω03

)2
)
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1.7. Réalisations des �ltres analogiques
R R

C

CU1 U2

R4

R3

R

R

C

U1 U2R4

R3

C

R
C

U1 U2

R4

R3

R

2R
C

Filtre passe-bas

Filtre passe-haut

Filtre passe-bandeFig. 1.24.: Cellules à gain variable
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1. Éléments de filtrage analogiqueLes paramètres de chaque cellule se calculent aisément avec la fonction damp quifournit les pulsations caractéristiques et facteur d'amortissement de chaque cellule(voir �chier Matlab). On obtient alors :
ω01 = 507 [rad/sec] Q01 = 3.35

ω02 = 1000 [rad/sec] Q02 = 1.35

ω03 = 1972 [rad/sec] Q03 = 3.35À partir de ces paramètres et du choix du schéma de réalisation, on calcule ai-sément les valeurs des composants. Adoptant le schéma de Sallen et Key à gain�xe (�gure ??), et, après avoir choisi R2 = 1 [kΩ], on peut calculer les valeurs desrésistances et capacités de chaque cellule passe-bande (équ. (1.67) et (1.68)) :
R = R2

(

9 Q2
0 − 1

)

=







99.7 [kΩ]
15.4 [kΩ]
99.7 [kΩ]

C =
3 Q0

ω0R
=







198 [nF ]
263 [nF ]
51 [nF ]

10
2

10
3

10
4

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Filtre Passe−Bande d’ordre 6

pulsation [rad/sec]

H
 [d

B
]

Fig. 1.25.: Réponse fréquentielle d'un �ltre passe-bande de Tchebyche�
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1.7. Réalisations des �ltres analogiquesFichier Matlab% calcul d'un filtre passe-bande% fmy / novembre 2003close all; clear all; format compact; format short g;% initialisationwdeb = 100; wfin = 10e3;w = logspace(log10(wdeb),log10(wfin),500); % 500 points repartis logar.wdf = [wdeb wfin];% calcul du filtre passe-bande Tchbw1 = 500; w2 = 2000; r = 1; n = 6;[num den] = cheby1 (n/2, r, [w1 w2], 's');% fonction de transfert du filtreGw = tf (num, den);% calcul des facteurs de qualité et pulsation caractéristiqueszpk(Gw) % affichage de G(jw)[wk zk] = damp(Gw); % pulsation caract. et coeff. d'amortissementQk = 1./(2*zk); % calcul des facteurs de qualiteQk_wk = [Qk, wk]Q0 = Qk(1:2:n);w0 = wk(1:2:n);Q0_w0 = [Q0, w0] % Q0 et w0 de chaque cellule% affichage des resultats% Zero/pole/gain:% 1658160052.054 s^3% ---------------------------------------------------------------------------% (s^2 + 151.6s + 2.57e005) (s^2 + 741.3s + 1e006) (s^2 + 589.7s + 3.891e006)%% Qk_wk =% 3.3449 506.98% 3.3449 506.98% 1.3491 1000% 1.3491 1000% 3.3449 1972.4% 3.3449 1972.4% Q0_w0 =% 3.3449 506.98% 1.3491 1000% 3.3449 1972.4% fonctions de transfert à gain unitéG1 = tf([1/Q0(1)/w0(1) 0], [1/w0(1)^2 1/Q0(1)/w0(1) 1]);G2 = tf([1/Q0(2)/w0(2) 0], [1/w0(2)^2 1/Q0(2)/w0(2) 1]);G3 = tf([1/Q0(3)/w0(3) 0], [1/w0(3)^2 1/Q0(3)/w0(3) 1]);Gw = G1 * G2 * G3;% calcul des reponses frequentielles de chaque cellule[ampl1 phi1] = bode(G1,w);[ampl2 phi2] = bode(G2,w);[ampl3 phi3] = bode(G3,w);[ampl phi] = bode(Gw,w); 41



1. Éléments de filtrage analogique% transformation de l'objet ampl en un vecteurampl1 = ampl1(:); ampl2 = ampl2(:);ampl3 = ampl3(:); ampl = ampl(:);% normalisation pour avoir un gain unité du filtre globalampl = ampl/max(ampl);% tracagefigure;h = semilogx(w,20*log10(ampl)); % tracage de G(jw)set(h,'LineWidth',2); % ligne plus epaissehold on; % maintien de la figure courantesemilogx(wdf,-[r, r],':'); % ligne en -r [dB]semilogx(w,20*log10(ampl1),':'); % tracage de G1(jw)semilogx(w,20*log10(ampl2),'--'); % tracage de G2(jw)semilogx(w,20*log10(ampl3),':'); % tracage de G3(jw)axis([wdeb, wfin,-60, 5]); grid; % definition des axestitle('Filtre Passe-Bande d''ordre 6'); % titre du graphexlabel('pulsation [rad/sec]'); % information pour l'abscisseylabel('H [dB]'); grid on; % information pour l'ordonneehold off; % liberation de la figure couranteprint pbande_tch6.eps -deps % sauvegarde dans un fichier .eps% calcul des composants avec ampli à gain unité% R1 = R3 = R et C1 = C2 = C, R2 libreR2 = 1000R = R2*(9*Q0.^2 - 1);C = 3*Q0./R./w0;Rk_Ck = [R, C]% affichage des valeurs des composants% R2 =% 1000% Rk_Ck =% 99696 1.9853e-007% 15380 2.6315e-007% 99696 5.103e-008
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Bibliographie[1] J.G. Proakis, D.G. Manolakis, Digital Signal Processing, Maxwell MacMillan,1992[2] M.E. van Valkenburg, Analog Filter Design, Saunders College Publishing, 1982[3] B.P. Lathi, Signal Processing and Linear Systems, Berkeley Cambridge Press,1998[4] P. Bildstein, Filtres actifs, Editions Radio, 1976.1.8. ExercicesFA 1 On souhaite connaître la réponse fréquentielle d'un �ltre passe-bas de But-terworth satisfaisant au gabarit suivant :
0 dB ≥ Hp(3 kHz) ≥ −0.2 dB

Ha(10 kHz) ≤ −40 dBPour ce faire :1. calculez l'ordre du �ltre et la fréquence de coupure du �ltre ;2. que valent le facteur de qualité et la fréquence de coupure de chaque cellule ;3. calculez la fonction de transfert H(s) du �ltre ;4. pour chaque cellule, esquissez HdB(f) puis, justi�ez l'allure de Htot ;5. pourquoi recommande-t-on de placer les cellules dans l'ordre croissant desfacteurs de qualité ?FA 2 Réalisez le �ltre que vous venez de calculer. Pour ce faire :1. choisissez le schéma de réalisation du �ltre permettant d'utiliser des valeursnormalisées pour les capacités ;2. calculez les éléments constitutifs du �ltre ;3. que faites-vous pour obtenir un gain global unité ?FA 3 Véri�ez que pour les �ltres de Butterworth le produit des facteurs de qualitévaut 1 si l'ordre est impair et √2 si l'ordre est impair. Comment justi�ez-vous cerésultat ? 43



BibliographieFA 4 Calculez le temps de propagation d'un �ltre de Bessel d'ordre 5 dont lafréquence de coupure vaut fc = 1 [kHz]. Réponse : tp = 386 µsFA 5 On veut réaliser un �ltre passe-bas de Tchebiche� satisfaisant au gabaritsuivant :
Hr(1 kHz) = 0.5 dB

Ha(2 kHz) ≤ −50 dB1. calculez l'ordre du �ltre et sa fréquence de coupure ;2. calculez le facteur de qualité et la fréquence caractéristique de chaque cellule ;3. l'ondulation de la réponse fréquentielle du �ltre sera-t-elle au-dessus ou au-dessous du niveau 0 dB ?4. pour chaque cellule, esquissez HdB(f) ; justi�ez l'allure de Htot.FA 6 On vous remet le schéma d'un �ltre passe-bas constitué de trois cellules deSallen et Key à gain unité dans lequel toutes les résistances valent 10 kΩ alors queles capacités des 3 cellules valent respectivement
C11 = 0.41 µF C12 = 0.38 µF

C21 = 0.56 µF C22 = 0.28 µF

C31 = 1.54 µF C32 = 0.10 µFTrouvez le type de �ltre ainsi réalisé et sa fréquence de coupure.FA 71. Considérant un �ltre passe-bas d'ordre 2
Hb(s) =

1

1 + 2ζ (s/ω0) + (s/ω0)2
avec 





ζ = 0.1

ω0 = 103 [rad/sec]calculez son équivalent passe-haut ;2. tracez les diagrammes de Bode asymptotiques des deux �ltres ;3. répétez les points 1) et 2) pour un �ltre passe-bande ;4. véri�ez vos résultats avec Matlab.FA 8 Partant d'un polynôme normalisé d'ordre 1, utilisez les transformations cor-respondantes pour trouver les fonctions de transfert1. d'un �ltre passe-haut de pulsation ωc = 103 [rad/sec] ;2. d'un �ltre passe-bande tel que Q0 = 1 et ω0 = 103 [rad/sec] ; que vaudra lalargeur de bande d'un tel �ltre ?3. d'un �ltre réjecteur de bande tel que Q0 = 10 et ω0 = 103 [rad/sec] ; quevaudront la largeur de bande d'un tel �ltre et l'atténuation obtenue pour ω =
ω0 ?44



2. Synthèse des �ltres récursifs2.1. Réponse fréquentielle d'un �ltre numériqueAvant de considérer la synthèse d'un �ltre numérique, rappelons que celui-ci estdécrit par sa fonction de transfert en z qui peut s'écrire sous deux formes équivalentes
H(z) =

b0z
n + b1z

n−1 + · · ·+ bn

zn + a1zn−1 + · · ·+ an
(2.1)

H(z) =
b0 + b1z

−1 + · · ·+ bnz−n

1 + a1z−1 + · · ·+ anz−n
(2.2)La première forme sert essentiellement à l'analyse des performances du �ltre (re-cherche des pôles et zéros), alors que de la deuxième on tire immédiatement l'équa-tion aux di�érences qui servira à réaliser le �ltre :

y[n] = b0 x[n] + b1 x[n− 1] + b2 x[n− 2] + · · ·
−a1 y[n− 1]− a2 y[n− 2]− · · ·Si l'on souhaite connaître la réponse fréquentielle d'un �ltre, il su�t de remplacerl'opérateur de retard z−1 par sa transformée de Fourier

z−1 ⇔ exp(−jωTe) ≡ exp(−jΩ) (2.3)où Ω est la pulsation numérique ou normalisée qui se mesure en [rad/échantillon].On obtient alors
H(jΩ) =

b0 + b1 exp(−jΩ) + · · ·+ bn exp(−jnΩ)

1 + a1 exp(−jΩ) + · · ·+ an exp(−jnΩ)
(2.4)Comme l'exponentielle imaginaire est périodique, la réponse fréquentielle d'un �ltrenumérique est également périodique de période fe et sa représentation se fait dansle domaine de fréquences allant de 0 à fe/2 (ou fe). Si l'on considère la pulsationnumérique Ω, la représentation se fait alors de 0 à π (ou 2π) .On notera que les valeurs particulières de H(0) (composante DC) ou H(π) (fréquencede Nyquist fN = fe/2) se calculent aisément et qu'elles valent :

H(j0) =
b0 + b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn

1 + a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

H(jπ) =
b0 − b1 + b2 − b3 + · · ·+ bn

1− a1 + a2 − a3 + · · ·+ an 45



2. Synthèse des filtres récursifsExemple Considérons un �ltre passe-bas résonant d'ordre 2 décrit par
H(z) =

z−1

1− 1.7 z−1 + 0.81 z−2
=

z

z2 − 1.7 z + 0.81On en tire immédiatement deux valeurs particulières de la réponse fréquentielle : lacomposante DC (z = 1) et celle à la fréquence de Nyquist fe/2 (z = −1) :
H(j0) =

1

1− 1.7 + +0.81
= +9.091

H(jπ) =
−1

1 + 1.7 + +0.81
= −0.285En remplaçant l'opérateur de retard z−1 par son équivalent fréquentiel exp(−jΩ),on peut calculer la réponse fréquentielle du �ltre H(jΩ) qui s'écrit

H(jΩ) =
exp(−jΩ)

1− 1.7 exp(−jΩ) + 0.81 exp(−j2Ω)

H(jΩ) =
cos(Ω)− j sin(Ω)

1− 1.7 cos(Ω) + j 1.7 sin(Ω) + 0.81 cos(2Ω)− j 0.81 sin(2Ω)De cette fonction complexe, on tire facilement le module et l'argument de H(jΩ) :
|H(jΩ)| = 1

√

(1− 1.7 cos(Ω) + 0.81 cos(2Ω))2 + (1.7 sin(Ω)− 0.81 sin(2Ω))2

∠H(jΩ) = −Ω − arctan

(

1.7 sin(Ω)− 0.81 sin(2Ω)

1− 1.7 cos(Ω) + 0.81 cos(2Ω)

)La �gure 2.1 présente les réponses temporelles (impulsionnelle et indicielle) et fré-quentielles (module et argument) de ce �ltre.2.2. Le problème de l'approximationLa synthèse des �ltres numériques consiste à rechercher les coe�cients ak et bk dela fonction de transfert H(z) de manière à ce que la réponse harmonique du �ltresatisfasse au cahier des charges �xé au préalable. Cette synthèse peut être basée surles connaissances que l'on a de la réponse des �ltres analogiques ou sur des méthodesspéci�ques aux �ltres numériques. Dans ce qui suit, on se contentera, partant des�ltres analogiques, de rechercher des �ltres numériques au comportement similaire.Sachant que le comportement fréquentiel des �ltres analogiques est complètementdéterminé par la donnée de la fonction de transfert H(s),
H(s) =

d0 + d1s + d2s
2 + · · ·+ dnsn

c0 + c1s + c2s2 + · · ·+ cnsn
(2.5)46



2.3. La transformation associée
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f [Hz]Fig. 2.1.: Réponses temporelles et fréquentielles d'un �ltre numérique passe-bason cherche à obtenir le même type de réponse fréquentielle avec des �ltres numériquesdécrits par
H(z) =

b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ bnz
−n

a0 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ anz−n
(2.6)Comme les correspondances que l'on établira entre s et z conduisent toutes à desapproximations des réponses temporelle et fréquentielle analogiques, on peut ima-giner un grand nombre de transformations possibles. Parmi celles-ci, il en est deuxque l'on rencontre fréquemment et qui seules sont présentées ici : la transformationassociée et la transformation bilinéaire.2.3. La transformation associéeCette transformation associe les pôles et zéros de H(z) à ceux de H(s). Autrementdit, connaissant la position des pôles et zéros du �ltre analogique situés dans ledemi-plan complexe, on construit un �ltre numérique ayant les pôles et zéros cor-respondants situés dans un cercle de rayon unité (�gure 2.2).Sachant que la variable z représente un décalage temporel d'une période d'échan-tillonnage Te, on a

z = exp(s Te) (2.7)47



2. Synthèse des filtres récursifs
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Fig. 2.2.: Position des pôles analogiques et des pôles numériquesOn en déduit alors que la variable s peut simplement être remplacée par la fonction
s =

1

Te
ln(z) (2.8)qui, à une racine analogique ra, fait correspondre une racine numérique rn telle que

rn = exp(ra Te) (2.9)De manière équivalente, cette approche revient à relier les polynômes analogiques
Pa(s) aux polynômes numériques Pn(z).Considérant que tout �ltre est représenté fondamentalement par des polynômesd'ordre 1 et 2, on peut se contenter d'analyser les deux situations suivantes.1. À un polynôme analogique d'ordre 1 et sa racine ra

Pa1(s) = 1 + s/ωc ⇒ ra = −ωc (2.10)correspond un polynôme numérique d'ordre 1
Pn1(z) = 1 + a1 z−1 avec (2.11)

a1 = − exp(−ωc Te) (2.12)2. À un polynôme analogique d'ordre 2 et ses racines ra1,2

Pc2(s) = 1 + a1s + a2s
2 ⇒ ra1,2 = −σ ± jω0 (2.13)correspond un polynôme numérique d'ordre 2

Pn2(z) = 1− 2R cos(Ω0)z
−1 + R2 z−2 avec (2.14)

R = exp(−σ Te) Ω0 = ω0 Te (2.15)Une fois les correspondances polynomiales obtenues, il reste à ajuster le gain de
H(z) a�n que, pour une fréquence donnée, on ait la même amplitude de la réponsefréquentielle en numérique qu'en analogique.48



2.3. La transformation associée2.3.1. Exemple de transformation associéeConsidérant un �ltre analogique passe-bas de Butterworth d'ordre 3 ayant sa fré-quence de coupure en fc = 1 kHz (�gure 2.3), on désire réaliser un �ltre numériqueau comportement similaire sachant que l'on a choisi une fréquence d'échantillonnage
fe = 1/Te de 10 kHz.
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f [Hz]Fig. 2.3.: Réponses d'un �ltre analogique passe-bas de ButterworthSolution On sait qu'un �ltre passe-bas de Butterworth d'ordre 3 est décrit parune cellule d'ordre 1 suivie d'une cellule d'ordre 2 telles que
H(s) =

1

(1 + s/ωc)
(

1 + s/ωc + (s/ωc)
2) (2.16)On en déduit que les pôles de ce �ltre analogique valent

pa1 = −ωc = −2000 π

pa2,3 = −ωc

(

1± j
√

3
)

/2 = −1000 π
(

1± j
√

3
)

≡ −σ ± jω0Tenant compte des équations (2.12) et (2.15), il vient :1. un polynôme numérique d'ordre 1 :
P1(z) = 1 + a1 z−1 avec 49



2. Synthèse des filtres récursifs
a1 = − exp(−ωc Te) = −0.5335d'où

P1(z) = 1− 0.5335 z−1 (2.17)2. un polynôme numérique d'ordre 2 :
P2(z) = 1− 2R cos(Ω0)z

−1 + R2 z−2 avec
R = exp(−σ Te) = exp(−π/10) = 0.730 Ω0 = ω0 Te = π

√
3/10 = 0.544d'où

P2(z) = 1− 1.25 z−1 + 0.5335 z−2 (2.18)Ces deux polynômes décrivent la fonction de transfert du �ltre passe-bas numériquedont les gains G1 et G2 sont inconnus :
H(z) =

G1

(1− 0.5335 z−1)

G2

(1− 1.25 z−1 + 0.5335 z−2)Il reste donc à adapter les gains de chaque cellule du �ltre de manière à ce quel'amplitude du �ltre numérique soit la même que celle du �ltre analogique pour unefréquence donnée. Comme il s'agit ici d'un �ltre passe-bas, c'est le comportementDC des �ltres qui doit être identique. Sachant que les valeurs DC des réponsesanalogique et numérique sont obtenues pour s = 0 et, respectivement, z = 1, ilvient :
H(s→ 0) = 1

H(z → 1) =
G1

(1− 0.5335)

G2

(1− 1.25 + 0.5335)
=

G1

0.4665

G2

0.2835
= H(s→ 0) = 1En choisissant G1 = 0.4665 et G2 = 0.2835, on obtient la fonction de transfertrecherchée qui s'écrit dans l'une des deux formes suivantes

H(z) =
0.4665

(1− 0.5335 z−1)

0.2835

(1− 1.25 z−1 + 0.5335 z−2)

H(z) =
0.4665 z

(z − 0.5335)

0.2835 z2

(z2 − 1.25 z + 0.5335)Remarque On notera que l'égalité des ordres du numérateur et dénominateurconduit le �ltre à répondre instantanément à l'excitation. Cette situation peu réa-liste, en particulier pour un �ltre passe-bas, nous incite à ajouter un retard unitaire
z−1 à H(z). Les fonctions de transfert s'écrivent alors dans l'une ou l'autre des deuxformes suivantes :

H(z) =
0.4665

(1− 0.5335 z−1)

0.2835

(1− 1.25 z−1 + 0.5335 z−2)
z−1 (2.19)

H(z) =
0.4665 z

(z − 0.5335)

0.2835 z

(z2 − 1.25 z + 0.5335)
(2.20)Les réponses temporelle et fréquentielle de ce �ltre sont représentées dans la �gure2.4 où on les compare avec celles du �ltre analogique.50



2.3. La transformation associée
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2. Synthèse des filtres récursifs2.3.2. Modi�cation de la transformation associéeEn observant la réponse fréquentielle du �ltre numérique, on remarquera que sonatténuation à la fréquence de Nyquist ne dépasse pas 30 dB environ. Ceci représenteun des inconvénients majeurs de la méthode. On peut pallier ce défaut en remplaçantles zéros de la fonction de transfert qui se situent en z = 0 par des zéros situés en
z = −1. Comme le gain introduit par chaque nouveau zéro est égal à deux, il nefaut pas oublier de réduire d'autant le gain global. La nouvelle fonction de transferts'écrit alors

H(z) =
1

4

0.4665 (z + 1)

(z − 0.5335)

0.2835 (z + 1)

(z2 − 1.25 z + 0.5335)
(2.21)

H(z) =
1

4

0.4665 (1 + z−1)

(1− 0.5335 z−1)

0.2835 (1 + z−1)

(1− 1.25 z−1 + 0.5335 z−2)
z−1 (2.22)Les réponses temporelle et fréquentielle du �ltre obtenu par la modi�cation de latransformation associée sont représentées dans la �gure 2.5 où on les compare aveccelles du �ltre analogique.2.4. La transformation bilinéaire2.4.1. IntroductionLe but de la transformation bilinéaire est de trouver une équation aux di�érencesdu �ltre H(z) dont la solution est proche de celle de l'équation di�érentielle du �ltreanalogique H(s), solution que l'on obtient par intégration. Parmi les di�érentesméthodes numériques d'intégration, il en est une qui o�re un bon compromis entrela qualité des résultats et la facilité de mise en oeuvre ; il s'agit de l'intégrationtrapézoïdale. Celle-ci revient à remplacer l'intégrale

y(t) =

∫ t

0

x(t)dt =

∫ t−Te

0

x(t)dt +

∫ t

t−Te

x(t)dtpar l'opération suivante
y[n] = y[n− 1] +

(x[n] + x[n− 1])

2
TeOn montre alors aisément que cela revient à remplacer la variable s par une fonctionbilinéaire en z

s =
2

Te

1− z−1

1 + z−1
=

2

Te

z − 1

z + 1
(2.23)Remarque Si l'on se souvient que l'on a

z = e+sTe ⇔ s =
1

Te
ln(z)52



2.4. La transformation bilinéaireil est intéressant de relever que la transformation bilinéaire revient à ne conserverque le premier terme du développement en série de la fonction logarithme naturel
ln(z) = 2

(

z − 1

z + 1

)

+

(

z − 1

z + 1

)2

+ · · ·2.4.2. Transformation bilinéaire d'une fonction de transfertComme tout �ltre est représenté par des produits de polynômes d'ordre 1 et 2, onse contente d'analyser les deux situations suivantes dans lesquelles on remplacera lavariable s par la fonction
s→ γ

1− z−1

1 + z−1
avec γ =

2

Te
(2.24)Polynôme d'ordre 1 Dans ce cas, le polynôme

Pa1(s) = a0 + a1 s (2.25)est remplacé par une fraction d'ordre 1
F1(z) = a0 + a1γ

1− z−1

1 + z−1

=
(a0 + a1γ) + (a0 − a1γ) z−1

1 + z−1d'où
F1(z) =

q0 + q1z
−1

1 + z−1
(2.26)avec q0 = a0 + a1γ (2.27)

q1 = a0 − a1γ (2.28)Polynôme d'ordre 2 Dans ce cas, le polynôme
Pa2(s) = a0 + a1s + a2s

2 (2.29)est remplacé par une fraction d'ordre 2
F2(z) = a0 + a1γ

1− z−1

1 + z−1
+ a2

(

γ
1− z−1

1 + z−1

)2

=
(a0 + a1γ + a2γ

2) + 2 (a0 − a2γ
2) z−1 + (a0 − a1γ + a2γ

2) z−2

1 + 2z−1 + z−2d'où
F2(z) =

q0 + q1z
−1 + q2z

−2

1 + 2z−1 + z−2
(2.30)avec q0 = a0 + a1γ + a2γ

2 (2.31)
q1 = 2

(

a0 − a2γ
2
) (2.32)

q2 = a0 − a1γ + a2γ
2 (2.33)53



2. Synthèse des filtres récursifs2.4.3. Exemple de transformation bilinéaireReprenons l'exemple du �ltre de Butterworth d'ordre 3 vu précédemment
H(s) =

1

(1 + s/ωc)
(

1 + s/ωc + (s/ωc)
2)avec ωc = 2π fc = 2000 π rad/sec et fe = 10 kHz.Solution Prenant en compte les valeurs numériques, on a γ = 2/Te = 2·104 [sec−1].La transformation des polynômes donne alors les résultats suivants :1. Polynôme d'ordre 1 : Pa1(s) = 1 + 1.5915 · 10−4 s

q0 = a0 + a1γ = 1 + 1.5915 · 10−4 · 2 · 104

= +4.1831

q1 = a0 − a1γ = 1− 1.5915 · 10−4 · 2 · 104

= −2.1831d'où
H1(z) =

1

F1(z)
=

1 + z−1

q0 + q1z−1
=

1 + z−1

4.1831− 2.1831 z−1

=
0.239 (1 + z−1)

1− 0.5219 z−12. Polynôme d'ordre 2 : Pa2(s) = 1 + 1.5915 · 10−4 s + 2.533 · 10−8 s2

q0 = a0 + a1γ + a2γ
2 = 1 + 1.5915 · 10−4 · 2 · 104 + 2.533 · 10−8 · 4 · 108

= +14.315

q1 = 2
(

a0 − a2γ
2
)

= 2
(

1− 2.533 · 10−8 · 4 · 108
)

= −18.264

q2 = a0 − a1γ + a2γ
2 = 1− 1.5915 · 10−4 · 2 · 104 + 2.533 · 10−8 · 4 · 108

= +7.949d'où
H2(z) =

1

Fn2(z)
=

1 + 2z−1 + z−2

q0 + q1z−1 + q2z−2

=
1 + 2z−1 + z−2

14.315− 18.264 z−1 + 7.949 z−2

=
0.06986 (1 + 2z−1 + z−2)

1− 1.2759 z−1 + 0.5553 z−254



2.5. Compensation de la distorsion des fréquencesLa fonction de transfert globale est ainsi égale au produit de ces deux fonctions detransfert partielles qui correspondent à deux cellules passe-bas bas à gain unité. Lafonction de transfert globale s'écrit alors sous l'une des deux formes suivantes
H(z) =

0.239 (1 + z−1)

1− 0.5219 z−1

0.06986 (1 + 2z−1 + z−2)

1− 1.2759 z−1 + 0.5553 z−2
(2.34)

H(z) =
0.239 (z + 1)

z − 0.5219

0.06986 (z2 + 2z + 1)

z2 − 1.2759 z + 0.5553
(2.35)Les réponses temporelle et fréquentielle de ce �ltre sont représentées dans la �gure2.6 où elles sont comparées avec celles du �ltre analogique.
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f [Hz]Fig. 2.6.: Réponses d'un �ltre numérique obtenu par transformation bilinéaire2.5. Compensation de la distorsion des fréquencesSi l'on analyse plus en détail les e�ets de la transformation bilinéaire, on remarqueque celle-ci entraîne une relation non-linéaire entre les pulsations analogique ω etnumérique Ω. En e�et, partant de la dé�nition de la transformation bilinéaire
s =

2

Te

1− z−1

1 + z−1
(2.36)on obtient dans le domaine fréquentiel

jω =
2

Te

1− exp(−jωTe)

1 + exp(−jωTe)
(2.37)55



2. Synthèse des filtres récursifsSachant que ωTe représente la pulsation numérique Ω, on a
jω =

2

Te

1− exp(−jΩ)

1 + exp(−jΩ)En multipliant numérateur et dénominateur par exp(+jΩ/2), il vient
jω =

2

Te

exp(+jΩ/2)− exp(−jΩ/2)

exp(+jΩ/2) + exp(−jΩ/2)
=

2

Te

2j sin(Ω/2)

2 cos(Ω/2)On en déduit alors que les pulsations analogique ω et numérique Ω sont reliées entreelles par la relation
ω =

2

Te
tan

(

Ω

2

)

= 2fe tan

(

Ω

2

) (2.38)On voit ainsi que le domaine des fréquences analogiques variant de 0 à +∞ estreporté sur un domaine de pulsation numérique allant de 0 à +π (�gure 2.7). Onnotera que c'est seulement pour les basses fréquences (Ω � 1) que tan(Ω/2) peutêtre assimilé à Ω/2. Ce qui fait que l'e�et de la distorsion est particulièrementmarqué lorsque la fréquence d'échantillonnage n'est pas beaucoup plus élevée que lafréquence caractéristique du �ltre.Cette distorsion des fréquences peut être corrigée en remplaçant la pulsation carac-téristique ωc par une pulsation ωd prenant en compte l'e�et de la distorsion avantd'entreprendre le calcul des coe�cients du �ltre numérique.2.6. Synthèse d'un �ltre numérique récursifConsidérons comme exemple la réalisation d'un �ltre numérique de Tchebiche�d'ordre 2, d'ondulation r = 1 dB, de bande passante fr = 3 kHz et de fréquenced'échantillonnage fe = 10 kHz.On notera que, dans un but illustratif, on a choisi la fréquence de Nyquist fN =
fe/2 = 5 kHz très proche de la fréquence caractéristique du �ltre fr = 3 kHz et quecela conduira à une forte distorsion fréquentielle si l'on n'e�ectue pas sa compensa-tion.La synthèse d'un �ltre numérique récursif se fait en quatre étapes :1. Calcul de la pulsation caractéristique Ωr et celle de prédistorsion ωd :

Ωr = 2π
fr

fe

= 2π
3 kHz

10 kHz
= 0.6 π

ωd = 2 fe tan

(

Ωr

2

)

= 20 · 103 tan(0.3 π) = 27 · 103[rad/sec]On notera que l'on a toujours ωd > ωr = 2π fr = 18.8 · 103[rad/sec].56



2.6. Synthèse d'un �ltre numérique récursif
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2. Synthèse des filtres récursifs2. Recherche du �ltre analogique normalisé satisfaisant au gabarit :Dans cet exemple, le �ltre est un passe-bas de Tchebiche� d'ordre 2 et d'on-dulation 1 dB. Les tables nous fournissent le polynôme normalisé qui vaut
Pn,2(s) =

1

Hn(s)
= 1 + 0.996 s + 0.907 s23. Calcul du polynôme de réalisation avec prédistorsion :On e�ectue le changement de variable

s→ s

ωd
= 3.63 · 10−5 set on obtient le polynôme de réalisation avec prédistorsion

P2,d(s) = 1 + 3.617 · 10−5 s + 1.197 · 10−9 s24. Calcul de la fonction de transfert du �ltre numérique :En appliquant la transformation bilinéaire au polynome de réalisation P2,d(s)avec γ = 2 fe = 2 · 104 [sec−1], on obtient les coe�cients
q0 = a0 + a1γ + a2γ

2 = +2.202

q1 = 2
(

a0 − a2γ
2
)

= +1.043

q2 = a0 − a1γ + a2γ
2 = +0.755permettant d'écrire la fonction de transfert numérique suivante

H(z) =
1 + 2 z−1 + z−2

2.202 + 1.043 z−1 + 0.755 z−2

= 0.454
(1 + 2 z−1 + z−2)

1 + 0.473 z−1 + 0.343 z−2Les réponses fréquentielles des �ltres analogique et numérique sont présentées dansla �gure 2.8a. Dans un but de comparaison, on a également calculé la fonction detransfert sans prédistorsion en e�ectuant directement la transformation bilinéaire de
H(s). Ce qui a donné

Hspd(z) = 0.325
(1 + 2 z−1 + z−2)

1− 0.0137 z−1 + 0.313 z−2Sa réponse fréquentielle est présentée dans la �gure 2.8b. On remarquera combienla correction de distorsion est nécessaire pour avoir, comme demandé, un gain unitéà la fréquence caractéristique fr = 3 kHz.Remarque Tout le travail e�ectué dans les points 1) à 4) ci-dessus pour obtenir lafonction de transfert H(z) se fait beaucoup plus simplement dans Matlab avec lescommandes suivantes :n = 2 ; r = 1 ; fr = 3e3 ;fe = 10e3 ; fn = fe/2 ;[num,den] = cheby1(n,r,fr/fn) ;num = num/sum(num)*sum(den) ; % gain DC = 158



2.6. Synthèse d'un �ltre numérique récursif
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2. Synthèse des filtres récursifs2.7. ExercicesRII 1 Partant d'un �ltre passe-bas RC, trouvez son équivalent numérique H(z).Pour ce faire :1. écrivez l'équation di�érentielle du circuit RC ;2. discrétisez cette équation ;3. écrivez l'équation aux di�érences du �ltre et dessinez son schéma fonctionnel ;4. calculez sa fonction de transfert H(z) ;RII 2 Dans l'exercice précédent, on choisit pour le �ltre numérique une périoded'échantillonnage égale au dixième de la constante de temps RC du �ltre analogique.1. calculez numériquement sa fonction de transfert H(z) ;2. que vaut l'instant caractéristique Kc ? quelle sera la durée du régime transi-toire ?3. si x[n] = ε[n], calculez Y (z) ; que valent y[0] et y[∞] ? esquissez y[n] ;4. que vaut la réponse fréquentielle H(jΩ) du �ltre numérique ;5. calculezH(jΩ) lorsque la fréquence du signal d'entrée vaut f = 0, 1/(2π RC), fe/2 ?esquissez le module de H(jΩ) ;6. comparez à la réponse fréquentielle du �ltre analogique.RII 3 Calculez les équivalents numériques Ha(z) et Hb(z) d'un �ltre RC obtenuspar les transformations associée et bilinéaire lorsque Te = RC/10. Comparez cesdeux résultats entre eux et avec celui de l'exercice précédent.RII 4 On souhaite réaliser l'équivalent numérique H(z) d'un �ltre analogique passe-haut de type Butterworth devant travailler jusqu'à 10 kHz dont la fonction de trans-fert est décrite par
H(s) =

(s/ωc)
2

1 + 1.414 · (s/ωc) + (s/ωc)2
avec fc = 1 kHzPour ce faire :1. esquissez le Bode d'amplitude du �ltre analogique ;2. choisissez la fréquence d'échantillonnage ;3. calculez son équivalent Ha(z) à partir de la transformation associée ;4. calculez son équivalent Hb(z) à partir de la transformation bilinéaire ;5. écrivez les équations aux di�érences correspondantes permettant ces deux réa-lisations ;6. dessinez leur schéma fonctionnel ;7. que valent H(Ω = 0) et H(Ω = π) pour les 2 �ltres ?60



2.7. ExercicesRII 5 On désire réaliser un �ltre numérique à partir du �ltre analogique décrit par
H(s) =

5 · 10−3 s

1 + 5 · 10−3 s + s21. dessinez les pôles et zéros de H(s) dans le plan complexe ; esquissez son dia-gramme de Bode ; de quel type de �ltre s'agit-il ?2. après avoir choisi une fréquence d'échantillonnage qui vous paraît raisonnable,calculez son équivalent numérique H(z) à l'aide de la transformation bilinéaire ;3. dessinez les pôles et zéros de H(z) dans le plan complexe ; où se situent-ils parrapport au cercle de rayon unité ?RII 6 Considérant une cellule analogique biquadratique décrite par
H(s) =

a2 s2 + a1 s + a0

b2 s2 + b1 s + b0écrivez un programme (en pseudo-langage) permettant de passer du �ltre analogiqueà sa réalisation numérique. Pour cela :1. écrivez une procédure ou une fonction permettant de transformer H(s) en
H(z) à l'aide de la transformation bilinéaire ; précisez quels sont ses paramètresd'entrée-sortie ;2. écrivez une procédure ou une fonction calculant y[n] à partir des paramètresde la cellule biquadratique et de son signal d'entrée x[n] ; précisez quels sontses paramètres d'entrée-sortie ;3. tenant compte de ce qui vient d'être fait, écrivez un programme permettantde réaliser le �ltre suivant

H(s) =
ω1

s + ω1

ω2

s2 + 2ζω2 s + ω2
2

avec 





ω1 = 1000 rad/sec
ω2 = 1000 rad/sec
ζ = 0.5Pour relier votre �ltre au monde extérieur, utilisez les procédures AnalogIn(var Value : real) et AnalogOut (Value : real) .4. votre programme peut être testé de manière simple à partir des instants ca-ractéristiques et des valeurs initiale et �nale de la réponse indicielle du �ltre ;calculez ces valeurs.N.B. : Les entrées (AnalogIn) se font sur la base d'interruptions commandées parl'horloge interne ; les sorties (AnalogOut) sont restituées immédiatement après lescalculs.
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2. Synthèse des filtres récursifs

62



3. Synthèse des �ltres nonrécursifs3.1. IntroductionLes �ltres non récursifs que l'on appelle également �ltres à réponse impulsionnelle�nie (RIF) se distinguent des �ltres récursifs étudiés dans le chapitre précédent parles points suivants :� ils sont toujours stables ;� ils peuvent être conçus pour avoir une phase linéaire exacte ;� ils nécessitent généralement plus de matériel et de temps de calcul.Un �ltre non récursif d'ordre N comporte N + 1 coe�cients et peut être décrit demanière équivalente par :1. sa réponse impulsionnelle de longueur L = N + 1

h[n] = {h[0], h[1], h[2], · · · , h[N ]} =
N
∑

k=0

h[k] δ[n− k] (3.1)2. son équation aux di�érences
y[n] =

N
∑

k=0

h[k] x[n− k] (3.2)3. sa fonction de transfert d'ordre N

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

N
∑

n=0

h[n] z−n (3.3)4. sa réponse fréquentielle que l'on évalue en remplaçant z−1 par e−jΩ

H(jΩ) =
Y (jΩ)

X(jΩ)
=

N
∑

n=0

h[n] e−jnΩ (3.4)3.2. Spéci�cationsLes spéci�cations d'un �ltre se donnent sous la forme d'un gabarit en valeurs réellesou relatives (dB). Un exemple de gabarit pour un �ltre passe-bas est illustré dansla �gure 3.1. On y trouve : 63



3. Synthèse des filtres non récursifs1. la bande passante [0, Ωp] ;2. les bandes de transition (Ωp, Ωa) et d'arrêt[Ωa, π] ;3. l'ondulation acceptée dans la bande passante, exprimée par δ1 ou Rp [dB] ;4. l'atténuation souhaitée dans la bande d'arrêt, exprimée par δ2 ou Aa [dB].
1+δ1

1-δ1

δ2

1 0

Ωp

Ωp
Ωa

Ωa

|H(jΩ)|

Ω

Ω

π

π

Rp

Aa

AdB

0 Fig. 3.1.: Gabarit d'un �ltreLe gain du �ltre passe-bas valant 1 lorsque Ω → 0, les relations entre les valeursréelles ou relatives du gabarit sont alors dé�nies comme suit :
Rp = |20 log (1± δ1)| > 0 (3.5)

Aa = −20 log(δ2) > 0 (3.6)ou inversément :
δ1 = ±

(

10+Rp/20 − 1
) (3.7)

δ2 = 10−Aa/20 (3.8)3.3. Propriétés des �ltres RIF à phase linéaireDe manière générale, un �ltre RIF ne possède aucune propriété particulière concer-nant le module ou la phase de la réponse fréquentielle mis à part que c'est le seultype de �ltres pouvant o�rir une phase linéaire exacte (qui est une des propriétésdu �ltre idéal). C'est donc essentiellement pour cette propriété que l'on utilise les�ltres à réponse impulsionnelle �nie.3.3.1. Réponses impulsionnelle et fréquentielleDans le cas où on désire avoir une phase linéaire, la réponse impulsionnelle doitposséder une symétrie paire ou une symétrie impaire ou, de manière équivalente,une symétrie axiale ou ponctuelle. La justi�cation en est donnée ci-dessous.64



3.3. Propriétés des �ltres RIF à phase linéaireSymétrie paireConsidérons un �ltre RIF d'ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] à symétriepaire par rapport à Ns = 3 (�gure 3.2a). Cette séquence provient d'une réponseimpulsionnelle paire hp[n] non causale dont la réponse fréquentielle est réelle.Le décalage temporel (ici, un retard) nécessaire pour rendre le �ltre causal entraînele déphasage linéaire souhaité. On a donc
H(jΩ) = exp (−jNsΩ) Hp(jΩ) ⇒







|H| = |Hp|

∠H = {0, ±π} −NsΩ
(3.9)Le module de H(jΩ) est égal à celui du �ltre non causal Hp(jΩ) et la phase varielinéairement avec la pulsation. Le cas échéant, on devra, ajouter ±π à cette phaselinéaire pour tenir compte de la valeur négative éventuelle de Hp(jΩ).
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Fig. 3.2.: Réponses impulsionnelles à symétrie paire ou impaireSymétrie impaireConsidérons un �ltre RIF d'ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] à symétrieimpaire par rapport à Ns = 3 (�gure 3.2b). Cette séquence provient d'une réponseimpulsionnelle impaire hi[n] non causale dont la réponse fréquentielle est purementimaginaire.Le décalage temporel nécessaire pour rendre le �ltre causal entraîne le déphasagelinéaire souhaité. On a donc 65



3. Synthèse des filtres non récursifs
H(jΩ) = exp (−jNsΩ) Hi(jΩ) ⇒







|H| = |Hi|

∠H = ±π/2−NsΩ
(3.10)Le module de H(jΩ) est égal à celui du �ltre non causal Hi(jΩ) et sa phase va-rie linéairement avec la pulsation à partir de ±π/2 suivant le signe de la valeurimaginaire.RemarqueOn peut bien sûr considérer des �ltres d'ordre N impair (�gures 3.2c et 3.2d).Dans ce cas, l'axe ou le point de symétrie se situe entre 2 valeurs de la réponseimpulsionnelle h[n] et le déphasage linéaire s'écrira − (Ns + 1

2

)

Ω. Dans le cadrede ce cours, on n'analysera que des �ltres d'ordre N pair (c'est-à-dire de longueur
L = N + 1 impaire) dont le point ou axe de symétrie se situe obligatoirement surune valeur entière de l'axe n.ExempleConsidérons comme exemple un �ltre causal dont la réponse impulsionnelle �nie(�gure 3.3a) est décrite par une séquence non-nulle de longueur L = 9 à symétriepaire

h[n] = {+1, +2, +3, +4, +5, +4, +3, +2, +1, 0, 0, · · ·} avec n = 0, 1, 2, · · ·Par transformation en z de cette réponse impulsionnelle, on obtient la fonction detransfert du �ltre RIF :
H(z) =

N
∑

n=0

h[n] z−n

= 1 + 2z−1 + 3z−2 + 4z−3 + 5z−4 + 4z−5 + 3z−6 + 2z−7 + 1z−8

= z−8
(

1 + 2z + 3z2 + 4z3 + 5z4 + 4z5 + 3z6 + 2z7 + 1z8
)On en conclut que ce �ltre RIF, décrit par un polynôme d'ordre N = 8, possède8 pôles situés en z = 0 et 8 zéros dont les positions dans le plan complexe sontprésentées dans la �gure 3.3b.En remplaçant l'opérateur de retard z−1 par sa transformée de Fourier e−jΩ, onobtient la réponse fréquentielle du �ltre

H(jΩ) =
N
∑

k=0

h[k] e−jΩ

= 1 + 2e−jΩ + 3e−j2Ω + 4e−j3Ω + 5e−j4Ω + 4e−j5Ω + 3e−j6Ω + 2e−j7Ω + 1e−j8ΩEn mettant en évidence le phaseur central e−j4Ω, on obtient une forme illustrantclairement la symétrie paire du �ltre
H(jΩ) = e−j4Ω

(

1e+j4Ω + 2ej3Ω + 3ej2Ω + 4ejΩ + 5 + 4e−jΩ + 3e−j2Ω + 2e−j3Ω + 1e−j4Ω
)
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3.3. Propriétés des �ltres RIF à phase linéaire
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Fig. 3.3.: Réponse impulsionnelle, pôles et zéros, amplitude et phase d'un �ltre RIFà symétrie paireUtilisant la formule d'Euler 2 cos ϕ = exp(+jϕ) + exp(−jϕ), on obtient �nalement
H(jΩ) = e−j4Ω (5 + 8 cos(Ω) + 6 cos(2Ω) + 4 cos(3Ω) + 2 cos(4Ω))Ce résultat montre à l'évidence que l'on a a�aire à un �ltre à phase linéaire puisquele seul terme complexe de l'expression est le phaseur e−j4Ω. Ce �ltre RIF possèdedonc une réponse fréquentielle en amplitude (�gure 3.3c) qui vaut
|H(jΩ)| = |5 + 8 cos(Ω) + 6 cos(2Ω) + 4 cos(3Ω) + 2 cos(4Ω)|et une phase (�gure 3.3d) décrite par

∠H(jΩ) = −4ΩÀ titre de comparaison, il est intéressant de tracer les mêmes graphes (�gure 3.4)pour un �ltre réalisé avec une réponse impulsionnelle similaire à la précédente maisavec une symétrie impaire cette fois-ci :
h[n] = {+1, +2, +3, +4, 0,−4,−3,−2,−1, 0, 0, · · ·} avec n = 0, 1, 2, · · ·dont la réponse fréquentielle vaut

H(jΩ) = e−j4Ω
(

1e+j4Ω + 2ej3Ω + 3ej2Ω + 4ejΩ + 0− 4e−jΩ − 3e−j2Ω − 2e−j3Ω − 1e−j4Ω
)

= 2j e−j4Ω (4 sin(Ω) + 3 sin(2Ω) + 2 sin(3Ω) + sin(4Ω))

= 2 | (4 sin(Ω) + 3 sin(2Ω) + 2 sin(3Ω) + sin(4Ω)) | ∠ + π/2− 4ΩOn peut relever que la symétrie paire conduit à un �ltre passe-bas alors que lasymétrie impaire fournit un �ltre passe-haut ou passe-bande. 67



3. Synthèse des filtres non récursifs
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Fig. 3.4.: Réponse impulsionnelle, pôles et zéros, amplitude et phase d'un �ltre RIFà symétrie impaire3.4. Synthèse par fenêtrage3.4.1. Principe du fenêtrageLe point de départ de la synthèse des �ltres RIF est donné par la considération desréponses impulsionnelles des �ltres idéaux. Comme celles-ci sont in�niment longueset non causales, on voit immédiatement que les �ltres idéaux ne sont pas réalisables.On doit donc manifestement se contenter d'une approximation de leurs réponses enles tronquant avant de les rendre causales.Pour voir plus précisément comment cela se passe, considérons la réponse fréquen-tielle Hd(jω) d'un �ltre analogique passe-bas idéal (�gure 3.5a). Sa réponse impul-sionnelle hd(t) se calcule par transformation de Fourier inverse. On obtient ainsi uneréponse temporelle en forme de sinus cardinal et de longueur in�nie (�gure 3.5b).De manière à ce que ce �ltre soit réalisable, il faut tronquer cette réponse en res-pectant sa symétrie paire (�gure 3.5d). On obtient alors un �ltre à réponse impul-sionnelle de durée �nie, mais non causale puisque h(t) n'est pas nulle pour t < 0.Un décalage de cette réponse à symétrie paire su�t à rendre le �ltre causal (�gure3.5f), donc à phase linéaire (�gure 3.5e). Bien entendu, le module de sa réponsefréquentielle ne sera plus qu'une approximation de l'idéal (�gure 3.5c).D'un point de vue mathématique, le fait de tronquer la réponse impulsionnelle hd(t)revient à multiplier celle-ci par une fenêtre rectangulaire wr(t) et la réponse impul-68



3.4. Synthèse par fenêtragesionnelle s'écrit alors :
h(t) = hd(t) · wr(t) (3.11)Pour un �ltre numérique, on aura de manière équivalente :
h[n] = hd[n] · wr[n] (3.12)3.4.2. E�et de la troncationL'opération de troncation qui, dans une première approche peut sembler anodine,modi�e sensiblement la réponse fréquentielle et entraîne des ondulations dans lesbandes passantes et d'arrêt. Ceci provient de la convolution entre la réponse fré-quentielle du �ltre idéal et le spectre en sinus cardinal de la fenêtre rectangulaire :

H(jΩ) = Hd(jΩ)⊗W (jΩ)

H(jΩ) =
1

2π

∫ +π

−π

Hd(jθ) W (jΩ− jθ) dθ (3.13)La �gure 3.6 montre à l'évidence que l'ondulation caractérisant la réponse obtenue
H(jΩ) provient du spectre W (jΩ) de la fenêtre choisie, ici rectangulaire.A�n d'obtenir le meilleur compromis possible entre une faible ondulation et unebande de transition étroite, on sera donc amené par la suite à choisir une fenêtre w[n]dont le comportement fréquentiel est satisfaisant du point de vue du �ltre à réaliser.C'est-à-dire que l'on cherchera un compromis entre l'amplitude des ondulations etla largeur des bandes de transition.
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3. Synthèse des filtres non récursifs
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Fig. 3.5.: Passage du �ltre idéal au �ltre réalisable
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3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnellesidéalesComme la synthèse par fenêtrage utilise les réponses impulsionnelles des �ltresidéaux, il est nécessaire de les connaître. Ces réponses impulsionnelles sont cal-culées en partant des réponses fréquentielles idéales des 4 �ltres de base passe-bas,passe-haut, passe-bande et réjecteur de bande (�gure 3.7).3.5.1. Filtre passe-basAvec Ωc comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du �ltre s'écrit :
Hb(jΩ) =







1 si |Ω| ≤ Ωc

0 si |Ω| > Ωc

(3.14)Sa transformée inverse n'est autre que sa réponse impulsionnelle :
hb[n] =

1

2π

∫ +π

−π

Hb(jΩ)exp(+jnΩ) dΩ (3.15)Tenant compte de la réponse fréquentielle idéale du �ltre passe-bas, il vient :
hb[n] =

1

2π

∫ +Ωc

−Ωc

exp(+jnΩ) dΩ

=
exp(+jnΩc)− exp(−jnΩc)

j2πnUtilisant les relations d'Euler, on obtient �nalement :
hb[n] =

Ωc

π

sin (nΩc)

nΩc
−∞ < n < +∞ (3.16)Cette réponse temporelle est in�niment longue et non causale. A�n de la rendrecausale, il faut tout d'abord la tronquer pour avoir une réponse impulsionnelle ded'ordre N puis la décaler de la moitié de sa longueur.En choisissant de travailler avec une réponse impulsionnelle d'ordre N pair centréeen Ns = N/2, il vient :

hb[n] =























Ωc

π
sin((n−Ns)Ωc)

(n−Ns)Ωc
si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

Ωc

π
si n = Ns

0 sinon

(3.17)
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3. Synthèse des filtres non récursifs
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3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales
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3. Synthèse des filtres non récursifs3.5.2. Filtre passe-hautDans ce cas, avec Ωc comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du �ltres'écrit :
Hh(jΩ) =







0 si |Ω| ≤ Ωc

1 si Ωc < |Ω| < π
(3.18)On peut remarquer que les réponses fréquentielles d'un passe-bas et d'un passe-hautsont reliées entre elles par :

Hh(jΩ) = 1−Hb(jΩ) (3.19)Ce qui, dans l'espace temps, correspond à :
hh[n] = δ[n]− hb[n] (3.20)On en déduit donc immédiatement que :

hh[n] =























−Ωc

π
sin((n−Ns)Ωc)

(n−Ns)Ωc
si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

1− Ωc

π
si n = Ns

0 sinon

(3.21)
3.5.3. Filtre passe-bande et réjecteur de bandeLes �ltres passe-bande et réjecteur de bande possèdent 2 pulsations caractéristiques
Ω1 et Ω2 limitant les bandes passante et d'arrêt. On montre aisément les deuxrésultats suivants :1. Réponse impulsionnelle d'un �ltre passe-bande

h∆[n] =























Ω2

π
sin((n−Ns)Ω2)

(n−Ns)Ω2

− Ω1

π
sin((n−Ns)Ω1)

(n−Ns)Ω1

si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

Ω2−Ω1

π
si n = Ns

0 sinon (3.22)2. Réponse impulsionnelle d'un �ltre réjecteur de bande
hr[n] =























Ω1

π
sin((n−Ns)Ω1)

(n−Ns)Ω1
− Ω2

π
sin((n−Ns)Ω2)

(n−Ns)Ω2
si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

1− Ω2−Ω1

π
si n = Ns

0 sinon

(3.23)Le calcul de ces réponses impulsionnelles est laissé comme exercice.74



3.5. Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales
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3. Synthèse des filtres non récursifsExemple Réalisation d'un �ltre non récursif élémentaire basé sur la réponse fré-quentielle idéale d'un �ltre passe-bas ayant une bande passante de 1 kHz alors quela fréquence d'échantillonnage est de 10 kHz.3.6. Caractéristiques de quelques fenêtresDu choix de la fenêtre, dépendra la qualité de l'approximation ; il est donc nécessairede passer en revue les caractéristiques de celles-ci. On rappellera tout d'abord quesi on désire conserver la phase linéaire du �ltre, il faut que les fenêtres possèdentune symétrie paire ou impaire.Comme on l'a vu plus haut, la troncation simple de la réponse impulsionnelle de lon-gueur in�nie conduit à une réponse fréquentielle avec des ondulations importantes.Celles-ci sont dues au phénomène de Gibbs et ne peuvent être diminuées que si lafenêtre possède des transitions douces, contrairement à la troncation simple.Les fenêtres susceptibles de satisfaire les besoins de synthèse des �ltres et d'ana-lyse spectrale ont fait l'objet d'études extensives [3]. Parmi les nombreuses fenêtresproposées, seules celles qui sont le plus souvent citées sont présentées ci-après.3.6.1. Fenêtres analytiquesPour chacune des fenêtres étudiées, on présentera son équation w[n] et une �gurecomportant 4 graphes :1. son graphe temporel w[n]2. son spectre d'amplitudes W (jΩ) = TF {w[n]}3. son spectre d'amplitudes en dB WdB = 20 log (|W (jΩ)|)4. son spectre cumulé dé�ni comme suit [1] :
Wcum(jΩ) =

1

2π

∫ Ω

−π

W (jθ)dθ (3.24)Cette représentation peu commune est importante car grâce à elle, on peutmesurer le niveau d'atténuation possible ainsi que la largeur de la bande detransition pour un �ltre RIF. Sa dé�nition découle de la convolution entre uneréponse fréquentielle constante et le spectre de la fenêtre w[n].Fenêtre rectangulaire
wr[n] =







1 si 0 ≤ n ≤ N

0 sinon
(3.25)
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3.6. Caractéristiques de quelques fenêtresFenêtre triangulaire (ou de Bartlett)
wt[n] =







2 n
N

si 0 ≤ n ≤ N/2
2− 2 n

N
si N/2 < n ≤ N

0 sinon
(3.26)
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Ω /πFig. 3.12.: Fenêtre rectangulaireFenêtre cosinusoïdale (ou de Hann)
wc[n] =







0.5
(

1− cos
(

2π n
N

))

si 0 ≤ n ≤ N

0 sinon
(3.27)Fenêtre de Hamming

wh[n] =







0.54− 0.46 cos
(

2π n
N

)

si 0 ≤ n ≤ N

0 sinon
(3.28)Fenêtre de Blackman

wb[n] =







0.42− 0.5 cos
(

2π n
N

)

+ 0.08 cos
(

4π n
N

)

si 0 ≤ n ≤ N

0 sinon
(3.29)
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3. Synthèse des filtres non récursifs
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3.6. Caractéristiques de quelques fenêtres
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Ω /πFig. 3.15.: Fenêtre de Hamming3.6.2. Fenêtre de Kaiser-BesselLes fenêtres présentées ci-dessus ont des formes et des atténuations �xes apportantchacune sa largeur du lobe principal et son atténuation des lobes latéraux. La contri-bution de Kaiser fut de proposer une fenêtre s'adaptant à l'atténuation désirée. Cettefenêtre est dé�nie par une fonction de Bessel :
wk[n] =











I0
�
β
√

1−(1−n/Ns)2
�

I0(β)
si 0 ≤ n ≤ N

0 sinon

(3.30)avec :� I0 = fonction de Bessel modi�ée de première espèce et d'ordre zéro� β = paramètre de forme de la fenêtre� Ns = N/2 = point de symétrie de la fenêtreCalcul de la fonction de BesselL'usage fréquent des fenêtres de Hann ou de Hamming est dû à ce que ces fonctionssont familières et faciles à calculer. Cependant, bien que la fonction de Bessel soiten général peu connue, il est aisé de la calculer en utilisant son développement en79



3. Synthèse des filtres non récursifs
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I0(x) = 1 +

∞
∑

n=1

[

1

n!

(x

2

)n
]2 (3.31)Cette série converge rapidement et la procédure de calcul proposée par Kaiser esttrès simple à mettre en oeuvre :function Bessel0 (x :real) :real ;const eps = 1.0e-6 ;var d, ds, s : real ;begind := 0.0 ; ds := 1.0 ; s := 1 ;repeatd := d + 2.0 ;ds := ds * (x / d) * (x / d) ;s := s + ds ;until abs (ds/(s+eps)) < eps ;Bessel0 := s ;end ;Calcul des paramètres des fenêtres de KaiserLa �gure 3.18 montre les caractéristiques fréquentielles de quelques fenêtres de Kai-ser. On en tire les conclusions suivantes :80



3.6. Caractéristiques de quelques fenêtres� en augmentant la longueur du �ltre N , on diminue la largeur du lobe principal� en augmentant le paramètre de forme β, on diminue l'amplitude des lobes latéraux.
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Ω /πFig. 3.17.: Fenêtre de Kaiser avec β = 9Après une simulation numérique extensive, Kaiser a obtenu une paire de formulesqui permettent de trouver β et N à partir des spéci�cations demandées. Ces spéci�-cations sont l'atténuation AdB et la largeur de la bande de transition ∆Ω expriméeen radians.Le facteur de forme β dépend uniquement de l'atténuation AdB

β =























0.1102 (AdB − 8.7) si AdB > 50

0.5842 (AdB − 21)0.4 + 0.078862 (AdB − 21) si 21 ≤ AdB ≤ 50

0 si AdB < 21

(3.32)
La longueur du �ltre est déterminée par l'atténuation AdB et la bande de transition
∆Ω souhaitée

N ≥ AdB − 8

2.285 ∆Ω
(3.33)81



3. Synthèse des filtres non récursifs
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Fig. 3.18.: Caractéristiques fréquentielles de quelques fenêtres de Kaiser3.7. Conclusions sur l'usage des fenêtres3.7.1. Propriétés et utilisation des fenêtresL'ensemble des propriétés concernant les fenêtres et les �ltres étudiés ci-dessus sontréunies dans les tableaux 3.1 à 3.3. On y trouve les caractérisitques spectrales dequelques fenêtres usuelles, les caractéristiques des �ltres RIF en fonction des fenêtresutilisées, les avantages et inconvénients de ces fenêtres.Largeur du Atténuation du Décroissance desFenêtres 1er lobe 1er lobe [dB] lobes suivantsRectangle 4π/N -13 20 dB/décTriangle (Bartlett) 8π/N -27 40 dB/décCosinus (Hann) 8π/N -32 60 dB/décHamming 8π/N -43 20 dB/décBlackman 12π/N -58 60 dB/décKaiser β = 4.54 7.2π/N -30 20 dB/décKaiser β = 5.66 8.4π/N -42 20 dB/décTab. 3.1.: Caractéristiques spectrales des fenêtres usuelles
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3.7. Conclusions sur l'usage des fenêtres
Ondulation Atténuation max. Bande de transitionFenêtres Rp [dB] Amax [dB] ∆ΩRectangle 0.74 21 1.8 π/NTriangle (Bartlett) 0 25 6.1 π/NCosinus (Hann) 0.055 44 6.2 π/NHamming 0.014 53 6.6 π/NBlackman 0.0017 74 11 π/NKaiser β = 4.54 0.025 50 5.8 π/NKaiser β = 5.66 0.009 60 7.2 π/NTab. 3.2.: Caractéristiques des réponses fréquentielles des �ltres RIF

Fenêtres +/− RemarquesTriangle + simple à calculer ; pas de sinus ou cosinus(Bartlett) + bande spectrale étroite
− faible réjection (25 dB)
= décroissance spectrale moyenne (-40 dB/déc)Cosinus + simple à calculer(Hann) + bande spectrale étroite
= réjection raisonnable (44 dB)
+ forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)Hamming + simple à calculer
+ bande spectrale étroite
+ bonne réjection (53 dB)
− faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)Blackman + simple à calculer
= bande spectrale moyenne

++ très bonne réjection (74 dB)
+ forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)Kaiser − moins simple à calculer
= bande spectrale moyenne

++ excellente réjection (100 dB)
− faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)

++ meilleur compromis atténuation / bande de transitionTab. 3.3.: Avantages et inconvénients des fenêtres utilisées dans la réalisation de�ltres RIF
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3. Synthèse des filtres non récursifs3.7.2. Démarche pour calculer un �ltreLa démarche à suivre pour obtenir les coe�cients du �ltre souhaité est la suivante :1. connaissant le gabarit du �ltre désiré, choisir le �ltre idéal correspondant ;2. calculer les pulsations caractéristiques Ωk se situant au centre des bandes detransition ;3. rechercher la réponse impulsionnelle hd[n] du �ltre idéal ; si celle-ci n'est pasconnue, on peut la calculer par transformation de Fourier inverse ;4. choisir une fenêtre w[n] satisfaisante du point de vue de l'atténuation (table 3.2) ;5. connaissant la largeur de la bande de transition∆Ω, calculer l'ordre du �ltre N ;6. calculer les coe�cients du �ltre en multipliant la réponse impulsionnelle parla fenêtre choisie
h[n] = hd[n] · w[n]3.8. Réalisation d'un �ltre passe-basConsidérons la réalisation d'un �ltre passe-bas satisfaisant au cahier des chargessuivant :

fp = 1 kHz, Ap = 0 dB; fa = 1.4 kHz, Aa = 50 dBalors que la fréquence d'échantillonnage est de 10 kHz.3.8.1. PréliminairesLa réponse du �ltre sera construite à partir de celle d'un �ltre passe-bas idéal telque :1. la fréquence de coupure se situe au centre de la bande de transition
fc =

fp + fa

2
= 1.2 kHzdonc :

Ωc = 2π
fc

fe
= 2π

1.2 kHz

10 kHz
= 0.24 π2. la largeur de la bande de transition requise vaut

∆f = fa − fp = 0.4 kHzon a donc :
∆Ω = 2π

∆f

fe

= 2π
0.4 kHz

10 kHz
= 0.08 π

84



3.8. Réalisation d'un �ltre passe-bas3. la réponse impulsionnelle désirée est celle d'un �ltre passe-bas (équ. 3.17)
hd[n] = hb[n] =























Ωc

π
sin((n−Ns)Ωc)

(n−Ns)Ωc
si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

Ωc

π
si n = Ns

0 sinon4. le tableau 3.2 montre que pour cet exemple, on peut utiliser la fenêtre deHamming ou la fenêtre universelle de Kaiser. Considérons ces deux cas.3.8.2. Fenêtrage de HammingLa fenêtre de Hamming apporte une atténuation de 53 dB et une bande de transistionde largeur
∆Ω =

6.6 π

NOn en déduit immédiatement la longueur N du �ltre :
N =

6.6 π

∆Ω
=

6.6 π

0.08 π
= 82.5 ' 84que l'on a arrondi à la première valeur paire supérieure. Le point de symétrie sesitue donc en Ns = 42. Portant ces valeurs dans la réponse impulsionnelle désirée(équ. 3.17), on obtient :

hd[n] =
Ωc

π

sin ((n−Ns)Ωc)

(n−Ns)Ωc

=
sin (0.24 π (n− 42))

π (n− 42)En multipliant cette réponse par la fenêtre de Hamming wh[n], on obtient la réponseimpulsionnelle du �ltre RIF recherché
h[n] = hd[n] · wh[n]

h[n] =







sin(0.24 π (n−42))
π (n−42)

·
(

0.54− 0.46 cos
(

2π n
84

))

si 0 ≤ n ≤ 84

0.24 si n = 42
0 sinonLes réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce �ltre RIF sont présentées dans la�gure 3.19. Il est intéressant de relever que, en plus de la phase linéaire o�erte parle �ltre RIF, sa bande de transition est remarquablement étroite.À titre comparatif, on y a ajouté en pointillé la réponse d'un �ltre de Butterworthd'ordre 12 (�ltre RII). Ce �ltre d'ordre 12 réalisé avec 6 cellules biquadratiquesrequiert environ 36 multiplications-additions contre 84 pour le �ltre RIF. Théori-quement, le gabarit aurait pu être respecté avec un �ltre RII d'ordre 24.La �gure 3.20 illustre la di�érence de comportement des réponses indicielles des�ltres RIF ou RII. 85



3. Synthèse des filtres non récursifs
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Fig. 3.19.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Hamming)
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3.8. Réalisation d'un �ltre passe-bas3.8.3. Fenêtrage de KaiserDans ce cas, l'atténuation AdB détermine le facteur de forme β. Comme Adb = 50,il vient (équ. 3.32)
β = 0.1102 (AdB − 8.7) = 0.1102 (50− 8.7) = 4.55L'ordre du �ltre est �xé par la bande de transition∆Ω et l'atténuationAdb (équ. 3.33)

N ≥ AdB − 8

2.285 ∆Ω
=

50− 8

2.285 · 0.08 π
= 73.1 ' 74La valeur trouvée (73.1) est augmentée à 74 de manière à obtenir un ordre pair ;le point de symétrie se situe donc en Ns = 37. Portant ces valeurs dans la réponseimpulsionnelle désirée (équ. 3.17), on obtient

hd[n] =
Ωc

π

sin ((n−Ns)Ωc)

(n−Ns)Ωc
=

sin (0.24 π (n− 37))

π (n− 37)
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Fig. 3.21.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Kaiser)En multipliant cette réponse par la fenêtre de Kaiser wk[n], on obtient la réponseimpulsionnelle du �ltre RIF recherché
h[n] == hd[n] · wk[n] =











sin(0.24 π (n−37))
π (n−37)

· I0
�
4.55
√

1−(1−n/37)2
�

I0(4.55)
si 0 ≤ n ≤ N

0 sinonLes réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce �ltre RIF sont présentées dans la�gure 3.21. 87



3. Synthèse des filtres non récursifs3.9. Réalisation d'un �ltre passe-bandeConsidérons la réalisation d'un �ltre passe-bande satisfaisant au gabarit suivant :fréqu. d'échant. 10 kHz Atténuation
1ere bande d'arrêt 0... 1.8 kHz 30 dBbande passante 1.9...2.1 kHz 0 dB
2eme bande d'arrêt 2.4... 5 kHz 40 dBDans le cas, où deux atténuations di�érentes sont proposées pour les bandes d'arrêt,les calculs doivent se faire avec la plus forte atténuation (ici 40 dB). De même,lorsque les largeurs des bandes de transition di�èrent, on prendra la plus faible desdeux.Dans le tableau 3.2, nous voyons que la fenêtre en cosinus o�re l'atténuation sou-haitée. Comme la plus petite bande de transition a une largeur de 0.1 kHz, on endéduit que les fréquences dé�nissant les bandes de transition sont les suivantes :

fa1 fp1 fp2 fa21.8 kHz 1.9 kHz 2.1 kHz 2.2 kHzCe qui donne pour les deux bandes de transition la largeur suivante :
∆Ω = 2π

∆f

fe

= 2π
0.1 kHz

10 kHz
= 0.02 πL'ordre du �ltre est �xé par la largeur de la bande de transition ∆Ω :

N ≥ 6.2 π

∆Ω
=

6.2

0.02
= 310Comme cette valeur est entière et paire, il n'est pas nécessaire de l'augmenter ; lepoint de symétrie se situe donc en Ns = 155.La réponse du �ltre est construite à partir de celle d'un �ltre passe-bande idéal dontles fréquences caractéristiques se situent au centre des 2 transitions

fc1 =
fa1 + fp1

2
= 1.85 kHz

fc2 =
fp2 + fa2

2
= 2.15 kHzdonc :

Ωc1 = 2π
fc1

fe

= 2π
1.85 kHz

10 kHz
= 0.37 π

Ωc2 = 2π
fc2

fe

= 2π
2.15 kHz

10 kHz
= 0.43 π88



3.9. Réalisation d'un �ltre passe-bandeLa réponse impulsionnelle désirée est celle d'un �ltre passe-bande (équ. 3.22) :
hd[n] =























Ωc2

π
sin((n−Ns)Ωc2)

(n−Ns)Ωc2
− Ωc1

π
sin((n−Ns)Ωc1)

(n−Ns)Ωc1
si 0 ≤ n 6= Ns ≤ N

Ωc2−Ωc1

π
si n = Ns

0 sinonou, plus simplement :
hd[n] =

sin ((n−Ns)Ωc2)

π (n−Ns)
− sin ((n−Ns)Ωc1)

π (n−Ns)

=
sin (0.43 π (n− 155))

π (n− 155)
− sin (0.37 π (n− 155))

π (n− 155)En multipliant cette réponse par la fenêtre en cosinus wc[n], on obtient la réponseimpulsionnelle du �ltre RIF recherché
h[n] = hd[n] · wc[n]

h[n] =

(

sin (0.43 π (n− 155))

π (n− 155)
− sin (0.37 π (n− 155))

π (n− 155)

)

· 1− cos(2π n/310)
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Fig. 3.22.: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un �ltre passe-bande (cosinus)Les réponses impulsionnelle et fréquentielle sont présentées dans la �gure 3.22. Untracé plus détaillé de la réponse fréquentielle permet de relever une ondulation maxi-mum de 0.05 dB aux 2 extrémités de la bande passante et des pulsations de coupure(-3 dB) situées en 1864 Hz et 2136 Hz. 89



3. Synthèse des filtres non récursifs3.10. ExercicesRIF 1 : Réalisez un �ltre passe-bas non récursif satisfaisant au cahier des chargessuivant
fp = 1.0 kHz Ap = 0 dB; fa = 1.2 kHz Aa ≥ 50 dBalors que la fréquence d'échantillonnage est de 10 kHz. Pour cela :1. choisissez la fenêtre et calculez l'ordre N du �ltre ;2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB ;3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d'atténuation ;4. générez les signaux suivants d'amplitude A = 1 :a) carré de période Kp = 100 ;b) sinus de fréquence f1 = 1.0 kHz ;c) sinus de fréquence f2 = 1.2 kHz ;5. �ltrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.RIF 2 : Réalisez un �ltre passe-haut non récursif satisfaisant au cahier des chargessuivant
fa = 0.8 kHz Aa ≥ 40 dB; fp = 1.0 kHz Ap = 0 dBalors que la fréquence d'échantillonnage est de 10 kHz.1. choisissez la fenêtre et calculez l'ordre N du �ltre ;2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB ;3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d'atténuation ;4. générez les signaux suivants d'amplitude A = 1 :a) carré de période Kp = 100 ;b) sinus de fréquence f1 = 0.8 kHz ;c) sinus de fréquence f2 = 1.0 kHz ;5. �ltrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.RIF 3 : Réalisez un �ltre passe-bande non récursif satisfaisant au cahier des chargessuivant

fp1 = 1.0 kHz fp2 = 2.0 kHz Ap = 0 dB

fa1 = 0.9 kHz Aa1 ≥ 50 dB fa2 = 2.3 kHz Aa ≥ 40 dBalors que la fréquence d'échantillonnage est de 10 kHz.1. choisissez la fenêtre et calculez l'ordre N du �ltre ;2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB ;3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d'atténuation ;90



3.10. Exercices4. générez les signaux suivants d'amplitude A = 1 :a) carré de période Kp = 200 ;b) sinus de fréquence f1 = 1.5 kHz ;c) sinus de fréquence f2 = 0.6 kHz ;5. �ltrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.RIF 4 : On veut réaliser un �ltre passe-bas à réponse impulsionnelle �nie tel quesa bande passante soit de 1 kHz alors que fe = 20 kHz.1. Analyse temporellea) calculez hb[n] ;b) tronquez hb à N = 128 et rendez-la causale ;c) que vaut hb[n] à ses extrémités ?d) est-ce raisonnable de l'accepter tel quel ? sinon que pouvez-vous faire ?2. Analyse fréquentielleA�n d'augmenter la résolution spectrale, on ajoute des 0 à la réponse impul-sionnelle ; comme l'usage de la FFT nécessite que la longueur du signal analysésoit une puissance de 2, essayez 512 et/ou 1024.a) calculez H(jf) (fft) ;b) tracez le module et la phase de H(jf) ;c) est-ce que cela correspond à votre attente ?d) que valent les extrema de la bande passante et celle d'arrêt (zoom) ?e) mesurez la fréquence de coupure et la largeur de la bande de transition.3. Amélioration de la réponse fréquentiellea) reprenez hb[n] et multipliez-la par une fenêtre en cosinus ou de Hamming ;b) répétez les points 2.a),· · ·,2.d).c) concluez.RIF 5 :1. Générez un signal x[n] de 64 échantillons à partir d'un cosinus discret tel que
A = 10, Ω0 = π/16, α = π/3.2. Le système dans lequel passe ce signal x[n] est décrit par les 2 équationssuivantes :

w[n] = (x[n] )2

y[n] = w[n]− w[n− 1]3. Dessinez le schéma fonctionnel de ce système et décrivez ce que réalise chaquefonction ; en quoi ces 2 opérateurs sont-ils à réponse impulsionnelle �nie ? 91



3. Synthèse des filtres non récursifs4. Tracez sur une même �gure les 3 signaux (subplot) ; observez-les.5. Esquissez à la main le spectre de chacun des 3 signaux ;a) remarquez que le premier opérateur est non linéaire et qu'il génère desfréquences non présentes dans x[n] ; lesquelles ?b) d'un point de vue temporel et fréquentiel, quel est l'e�et du deuxièmeopérateur ?6. Observez le signal w[n] ; quelles sont les fréquences présentes ?7. Transformez de Fourier les 3 signaux ; tracez sur une nouvelle �gure les 3spectres d'amplitudes.8. Observez ces spectres et justi�ez votre analyse précédente.Réf. : McClellan, Scha�er, Yoder : DSP FIRST, Prentice Hall, 1998, p. 461RIF 6 :1. Générez un signal x[n] de 128 échantillons tel que
x[n] = 10 cos(2π n/T0 + π/6) + 2 cos(6π n/T0 + π/2)avec T0 = 32 ; que valent les pulsations normalisées de x[n] ?2. Ce signal est appliqué à un �ltre RIF d'ordre 2 décrit par

y[n] = x[n]− 2 cos(3π/16) x[n− 1] + x[n− 2]Dessinez son schéma fonctionnel.3. Quel est le gain DC de ce �ltre ?4. Quelle est sa réponse impulsionnelle h[n] ?5. Avec Matlab, calculez et tracez les signaux x[n], h[n] et y[n].6. Observez les résultats ; quel est l'e�et du �ltre ?7. Justi�ez l'allure de y[n] en calculant et traçant le module de la réponse fréquen-tielle H(jΩ) = TF(h[n]) avec NFFT = 128 ainsi que les spectres d'amplitudede x[n] et y[n].RIF 7 : Poursuivant l'exercice précédent et partant de son équation
y[n] = x[n]− 2 cos(3π/16) x[n− 1] + x[n− 2]1. Calculez sa fonction de transfert

H(z) =
Y (z)

X(z)puisa) calculez ses pôles et zéros ;b) tracez-les dans le plan complexe ;92



3.10. Exercicesc) justi�ez l'e�et réjecteur de ce �ltre.2. Pour quelle fréquence normalisée a-t-on H(jf/fe) = 0 ?3. Tenant compte de ce qui vient d'être vu, quelle est l'équation d'un �ltre réjec-teur capable de supprimera) le 50 Hz d'un signal échantillonné à 1kHz ;b) le 50 Hz et 150 Hz d'un signal échantillonné à 1kHz.4. Générez ces signaux et véri�ez vos algorithmes.
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