SPE MP ELECTROSTATIQUE - MAGNETOSTATIQUE LYCEE DAUDET

I Electrostatique

1. Equations locales et globales
Les équations de Maxwell de I'électrostatique sont :

. . I Pwm e .
e I'équation de Maxwell Gauss: |diV(Em))= ™ | dont la forme intégrée est le théoreme de Gauss

&g

= 1a Q t] . , T ,
ﬁ E.dS = =™ |ou S est une surface fermée et Q;, la charge contenue a l'intérieur de la surface fermée

&
e |'équation de Maxwell Faraday : rot E = 0. E est donc a circulation conservative
On définit le potentiel V par: E = —gradV. Il obéit a I'équation de Poisson :|AV +£ =0
€o

2. Champ et potentiel dans le vide

Soit une distribution de charges D de densité p(7,t) occupant le
volume (V). L'équation de Poisson admet une solution unique si D est
d’extension finie et si on suppose que V(M) tend vers 0 quand r tend vers

dV e I'infini. Cette solution vaut :
v L e
. r=PM (M) 47Z'€
e
D — W s . ’ .
Upy = M Alors le champ électrique est donné par la loi de Coulomb :

dv —
2l e

3. Calcul du champ électrique

3.1. Symétries

La premiere étape consiste a trouver la direction du champ électrique.

Le champ E en un point M appartenant aux plans de symétrie de la distribution de charges D appartient
aussi a ces plans. Le champ E enun point M appartenant aux plans aux plans d’antisymétrie de la distribution de
charges D est perpendiculaire a ces plans. Il ne dépend pas de I'orientation de I'espace. C’'est un vecteur polaire.

Remarque 1 : le plan de symétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D et contenir le point M !

Remarque 2 : le plan d’antisymétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D qui change le signe des
charges dans I'opération de symétrie. Il doit aussi contenir le point M !

3.2. Invariances
La deuxiéme étape consiste trouver les variables d’espace dont dépend le champ électrique.

Si la répartition est invariante par translation le long d’un axe alors E est invariant le long de cet axe.

Si la distribution est invariante par rotation autour d’un axe alors le champ E ne dépend pas de I'angle
repérant la rotation autour de cet axe.

3.2. Méthode de calcul
Si la distribution présente un haut degré de symétrie (donc en général si le champ ne dépend que d’une
seule variable d’espace), on peut chercher a appliquer le théoreme de Gauss. Pour cela, il faut trouver une surface

o
fermée qui rende élémentaire le calcul du flux de E. Ce sera donc une surface sur laquelle le module du champ
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électrique est constant. Si on ne peut constituer une surface fermée en respectant cette condition, on la fermera en

- —_
y adjoignant des morceaux de surface tels que E 1 dS. On comptera positivement les flux sortants de S.
Dans tous les autres cas, on fera un calcul direct a I'aide de la loi de Coulomb. Dans ce cas, I'étude préalable
des symétries permettra le plus souvent de réduire le calcul a une ou deux intégrales simples. Il ne faut donc pas

.
oublier de projeter E sur les directions ou il sera non nul avant de faire les intégrations.

4. Champs classiques

4.1. Fil infini
Par symétrie : E = E(r, 0, 2)e,

S Par invariance : E = E(r)e,
— La surface de Gauss sera un cylindre de hauteur h quelconque et ayant pour base

M un cercle de rayon r: la surface passe comme toujours par le point ou on cherche le
e — champ ! Le module de E est constant sur la surface latérale. On ferme la surface avec les

deux couvercles tels que E 1ds.

A

E = e,
2meyT er
et
A a
V = In—
2MEy T

ou a est une constante arbitraire
Remarque : on ne peut pas dire que V est nul a l'infini ici puisque la distribution de charge n’est pas
d’extension finie.

4.2. Sphére pleine

Soit une sphere de centre O, de rayon R, portant la charge Q uniformément répartie en volume. Cela
3Q
47R3

correspond a une densité volumique de charge p =
Par symétrie : E= E(r,0,p)e,
Par invariance : E = E(r)e,
La surface de Gauss est une sphere centrée en O et passant par M : elle est fermée et telle que le module de

E soit constant puisqu’il ne dépend que derr.
Q Q

=
e rR:E= sejet |V = car V est nul a l'infini
4TTEQT ATTENT
- T T .
o <R:E=—2_& =L¢glet V=-—2—\(3R?—1?2) |carV est continu en r=R
4megR3 3gg 8megR3

4.3. Plan infiniZ
Soit un plan infini portant la densité surfacique de

M y charge ¢>0.
11 7 Par symétrie : E = E(x,y, z)e,
/ A Par invariance : E = E(2)e,
e > X La surface de Gauss sera un cylindre de hauteur 2z et

ayant pour base une surface S quelconque. Ce cylindre est
symétrique par rapport au plan xOy. Le module de E est
constant sur les couvercles. On ferme la surface avec la

= , 1 a4
e surface latérale telle que E' L dS.
Alors on obtient :
= g — oZ
o 250:F =—¢e,et [V=—— |avecV nulenz=0
2&g 2&q
=1 g — oz
o 2z<0:|F =——¢,et [V =— |avecV nulenz=0
2¢q 2¢q
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Remarque : on ne peut pas dire que V est nul a I'infini ici puisque la distribution de charge n’est pas d’extension
finie.

4.4. Spire de rayon a
Soit une spire de rayon a, d’axe z, portant la charge linéique A. Eu égard aux symétries, il faut

Pt faire un calcul direct. On trouve pour un point M appartenant a I'axe Oz :
O”?qz\ y=—22 | et [F=—2% &
@ - 2e0VaZ 72 2ea(a?4z2)s
3, Le champ au voisinage de I'axe a deux composantes : une composante
le . axiale qu’on considérera égale a celle obtenue pour un point de I'axe et une
R composante radiale qu’on trouvera en appliquant le théoreme de Gauss a un petit
@ f,f[[_L cylindre de longueur dz et de rayon r petit devant z.

On montre alors que :
#E.If=0=—ﬂ Ez(z).ds+ff Er(r,z).d5+ff E,(z + dz). dS
base en z surface latérale base en z+dz
Soit 0 = —E,(2).nr? + E,(r,2).2nrdz + E,(z + dz)nr?

D’ou

r OF
ET(T,Z) = —E aZZ

5. Continuités
A la traversée d’une distribution de charges, le potentiel et le champ électrique se comportent
différemment. Les diverses continuités sont rappelées ci-dessous.

Distribution Champ électrique E Potentiel V

Volumique p Continu Continu

Surfacique o Discontinu Continu
2, Relation de passage

— —_— o
E, —Eq = o V12

Linéique A Discontinu Discontinu

6. Dipole électrostatique
Soit un dipdle électrostatique de moment dipolaire p placé en O. Le dipdle est
quasi ponctuel et le point M est a grande distance.
Le potentiel électrostatique créé en un point M distant de r est donné par :

_ p.¥ _ pcosh
R 0  Amear3 Amegr?
P : Le champ électrostatique est donné par :

5 3(p.7)F —r*p _2pcosf_, psing _|

= e e
4mrenrS 4megr3 T Amegr3 ©

Nicolas CHIREUX Page 3 sur 10



SPE MP ELECTROSTATIQUE - MAGNETOSTATIQUE LYCEE DAUDET

5 =
Placé dans un champ électrique extérieur, il acquiert une énergie potentielle : E}, = —p. Egy;
Le dipble a donc tendance a s’aligner sur le champ extérieur et a se déplacer vers les zones de champ
intense. On retrouve ces propriétés en utilisant le torseur des forces subies :

F= (P.grad)Eey et I'= PAEox:

On peut faire le tracé des lignes de champ. A partir de
dr rdf
Er B EG
on montre que 1 = 1,.sin?6
Les équipotentielles sont données par V = C.4/|cosf| . On obtient alors le tracé suivant ou les
équipotentielles sont en vert et les lignes de champ en rouge.

Lignes de champ du dipole

7. Résolution de I’équation de Laplace

7.1. Probléme a symétrie cylindrique
Soit un cylindre de rayon r; au potentiel V; et un cylindre de méme axe de rayon r, au potentiel V,. On se
propose de chercher le potentiel dans I'espace vide de charges compris entre r; et r,.
Parinvariance on a V(r, 0,z) = V(r). L’équation de Laplace en cylindriques donne :

AV = 0 soit li(ra—V) =0doncV=AIlnr+B
ror ox
Les conditions aux limites donnent : V=V, en r=r; et V=V, en r=r,. On en déduit que :
Vo, =V, Vylnry — Vylnr,
V=——<Inr+

=) )
In (r1 In 2
7.2 . Probléeme a symétrie cylindrique
Soit une sphere de rayon r; au potentiel V; et une autre sphére de méme centre de rayon r, au potentiel
V,. On se propose de chercher le potentiel dans I'espace vide de charges compris entre ry et r,.
Parinvariance on a V(r, 0, ¢) = V(r). L’équation de Laplace en sphériques donne :
. a ] A
AV = 0 soit iz_(rz_V) =0doncV =—-=+B
r? or ox r
Les conditions aux limites donnent : V=V, en r=r; et V=V, en r=r,. On en déduit que :
VZ - Vl 1 + Tsz - T1V1

V =nmr -
T2_T1 T T‘2—7"1
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Il Magnétostatique

1. Equations locales et globales
Les équations de Maxwell de la magnétostatique sont :

e |'équation de Maxwell Ampére :

dont la forme intégrée est le théoréme d’Ampére
—%B dl = enlace
C

ou C est un contour fermé et l., ¢ l€ courant enlacé par le contour fermé C.
e [|’équation de Maxwell Flux :

divB =0
B est donc a flux conservatif soit
# B.dS=0
S
On définit le potentiel vecteur A par:
B =rotA.

En se plagant dans la jauge de Coulomb (soit div A=0 ), on montre qu’il obéit a I'’équation de Poisson de la
magnétostatique:

2. Champ et potentiel dans le vide
Soit une distribution de courants D de densité j(#,t) occupant le

.M volume (V). L'équation de Poisson projetée sur les 3 axes admet comme en
électrostatique une solution unique si D est d’extension finie et si on

suppose que A (M) tend vers 0 quand r tend vers l'infini. Cette solution

r=PM
vaut :
. A N _, P
_ ) i fﬂ j( )dV
D Upy = M
Pour une distribution Imelque de courants,on a :
N I(P)—
— | —=dl
41r PM

Alors le champ magnétique est donné par la loi de Biot et Savart :

= _ ko fﬂ J(PNPM . po f JPINiipy
PM3 4m J)), PM?

Pour une distribution Iinéique de courants,on a:

~ uo  I(P)dIAPM

5= . PM3

Remarque: ces expressions pour le champ magnétique sont valables y compris pour des distributions de

courant d’extension infinie. Ce n’est pas le cas pour les expressions du potentiel vecteur a cause d’'un probléeme de
convergence d’intégrale généralisée.

3. Calcul du champ magnétique

3.1. Symétries
La premiere étape consiste a trouver la direction du champ magnétique.

Le champ Benun point M appartenant aux plans d’antisymétrie de la distribution de courants D appartient

aussi a ces plans. Le champ B en un point M appartenant aux plans aux plans de symétrie de la distribution de
courants D est perpendiculaire a ces plans. Il dépend de 'orientation de I'espace. C’est un vecteur axial.
Remarque 1 : le plan de symétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D et contenir le point M !
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Remarque 2 : le plan d’antisymétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D qui change le sens des
courants dans I'opération de symétrie. Il doit aussi contenir le point M !

3.2. Invariances
La deuxieéme étape consiste trouver les variables d’espace dont dépend le champ magnétique.

=
Si la répartition est invariante par translation le long d’un axe alors B est invariant le long de cet axe.

Si la distribution est invariante par rotation autour d’un axe alors le champ B ne dépend pas de l'angle
repérant la rotation autour de cet axe.

3.2. Méthode de calcul

Si la distribution présente un haut degré de symétrie (donc en général si le champ ne dépend que d’une
seule variable d’espace ou deux a la rigueur), on peut chercher a appliquer le théoreme d’Ampeére. Pour cela, il faut
trouver un contour fermé qui rende élémentaire le calcul de la circulation de B. Ce sera donc un contour le long
duquel le module du champ magnétique est constant. Si on ne peut constituer un contour fermé en respectant
cette condition, on le fermera en y adjoignant des morceaux de contour tels que B 1di.on comptera positivement
les courants traversant la surface s’appuyant sur le contour orienté C dans le sens fixé par I'orientation de C (regle du
tire bouchon)

Dans tous les autres cas, on fera un calcul direct a I'aide de la loi de Biot et Savart. Dans ce cas, |'étude
préalable des symétries permettra le plus souvent de réduire le calcul a une ou deux intégrales simples. Il ne faut
donc pas oublier de projeter B sur les directions ou il sera non nul avant de faire les intégrations. Méme dans les
cas ol les coordonnées cartésiennes semblent judicieuses (demi-droite, segment...), un paramétrage en angle
simplifiera souvent les calculs.

4. Champs classiques

4.1. Fil infini

Par symétrie : B = B(r, 6, 2)eg
Par invariance : B = B(r)eg
4

M Le contour fermé sera un cercle de rayon r: le contour passe comme toujours par le
CD point ol on cherche le champ ! Le module de B est constant sur ce contour.
- Uol
B =—¢eg
21r

4.2. Spire de rayon R
Soit une spire de rayon R, d’axe z, parcourue par un courant |. Eu égard aux
symeétries, il faut faire un calcul direct.

5 _ Ho IEI)AW_MO—[IRdBe_Q’/\(Re_T’+Ze_Z')
“ar 1. PM3 a4 3
i ). PM i ), (R? + 22)2
On trouve pour un point M appartenant a I'axe Oz :
HolR* kol

36z =
2R2 4722 °R
ou sina =

B =

axiale qu’on considérera égale a celle obtenue pour un point de I'axe et une
composante radiale qu’on trouvera en utilisant le fait que le champ magnétique

est a flux conservatif. Pour cela on calculera le flux de B a travers un petit cylindre
de longueur dz et de rayon r petit devant z.

| ml\ﬂ
R
VR2+z2
Le champ au voisinage de I'axe a deux composantes : une composante
| o
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On montre alors que :

#E.Ts:o:—ﬂ Bz(z).ds+ﬂ Br(r,z).d5+ff B,(z + dz).dS
base en z surface latérale base en z+dz

Soit 0 = —B,(2).nr? + B,(r,z). 2nrdz + B,(z + dz)nr?

D’ou

r 0B,
Br(T,Z) = —E Az

4.3. Solénoide infini

Soit un solénoide de rayon R, infiniment long, comportant n spires par unité de longueur. Chaque spire est
parcourue par un courant d’intensité I.

Par symétrie : B = B(r, 6, z)e,

Par invariance : B = B(r)e,

On va utiliser 3 contours fermés : un a I'extérieur du solénoide, un

a l'intérieur et un a cheval sur l'intérieur et I'extérieur. Le contour fermé

(Cy) sera un rectangle de longueur h arbitraire et dont un de co6té est a ry de
4 " I’axe du solénoide et I'autre a r,: le contour passe comme toujours par le

ry|r, point ou on cherche le champ ! Le module de B est constant sur les cotés

U (C) horizontaux et B L di sur les cotés verticaux.
v On comptera positivement les courants traversant la surface
s’appuyant sur les contours orientés C; dans le sens fixé par 'orientation

de C; (regle du tire bouchon)

A 4

Sur (Cy) :

3§§.Ei =0=B(r).h—B(ry).h

(Ca) Donc B,y est constant. On prendra cette constante nulle pour des
considérations énergétiques : en effet si cette constante n’était pas nulle,
cela signifierait qu’une tranche de solénoide de longueur dz pourrait
stocker une énergie infinie ! En utilisant le contour (C3), on montre de méme que B;,; est constant.

Enfin sur (C,) :

pa—
»

Soit |Bj,; = ugnle,| et

4.4. Solénoide fini

Soit un solénoide de rayon R, de longueur L, comportant N spires.
Chaque spire est parcourue par un courant d’intensité I.

Par symétrie : B = B(r, 0, 2)e,
Par invariance : B = B(r, z)e,

—»Z

On découpe le solénoide en trongons élémentaires d’épaisseur

dz. Chaque trongon contient Zdz spires. Le champ élémentaire créé est :

—-— N I
dB = Idz.% sindae,

Or
cotana = —
R

Alors
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NI

B=
2L

(cosa; — cosa,)e, |

5. Calcul du potentiel vecteur

5.1. Symétries

La premiere étape consiste a trouver la direction du potentiel vecteur. Comme A est un vecteur polaire (il ne
dépend pas de I'orientation de I'espace), il présente les mémes symétries que le champ électrique

Le champ Aenun point M appartenant aux plans de symétrie de la distribution de charges D appartient
aussi a ces plans. Le champ A en un point M appartenant aux plans aux plans d’antisymétrie de la distribution de
charges D est perpendiculaire a ces plans.

Remarque 1 : le plan de symétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D et contenir le point M !

Remarque 2 : le plan d’antisymétrie doit étre un plan de symétrie géométrique de D qui change le signe des
charges dans I'opération de symétrie. Il doit aussi contenir le point M !

5.2. Invariances
La deuxiéme étape consiste trouver les variables d’espace dont dépend le potentiel vecteur.

Si la répartition est invariante par translation le long d’un axe alors A est invariant le long de cet axe.

Si la distribution est invariante par rotation autour d’'un axe alors le champ A ne dépend pas de I'angle
repérant la rotation autour de cet axe.

5.3. Méthodes de calcul

5.3.1. A partir de la définition
Sachant que B=Va ff, si le champ magnétique a déja été calculé et que le potentiel vecteur est simple, il
est possible d’envisager un calcul direct.
Par exemple, pour un solénoide de rayon R, infiniment long, comportant n spires par unité de longueur
parcourues par un courant d’intensité |, il est évident que :
Par symétrie : A = A(r, 0, z)eg
Par invariance : 4 = A(r)eg

dA(r)_> _1 d(rA(r))—>

AlorsVAA = VA(r)/\ g +A(r)V/\ -+ A(r ) g
Comme Bjpe = onle; et Bey, = 0, 0nen deU't que Ay, = uon eg si Aestnul en r=0 et Agy, = #OZ:R €9

5.3.2. A partir du flux

Sachant que ¢ = [f B.dS = ffs(ﬁA/f).ZS) = SGC/YEZ d’aprés le théoréme de Stokes, si le champ
magnétique a déja été calculé, il est possible d’envisager, a partir d’un choix de surface et de contour judicieux, un
calcul du potentiel vecteur sous cette forme non locale.

Reprenons I'exemple du solénoide infini ci-dessus :

Pour un point M a lintérieur du
solénoide, nous allons choisir un cercle de
rayon r<R et comme surface pour le flux de B,

le disque s’appuyant sur ce cercle. La formule
ci-dessus nous donne alors :
o p= ff uonle,.rdrdfe, = %‘A(r)e_e’.rdH?g
> c
J |

Soit ,u0n17tr2 = 2nrA(r)

Uonlr —s
d’ou Amt ==, €

Pour un point M a [I'extérieur du
solénoide, nous allons choisir un cercle de

e — e = rre e — C D~ e =
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rayon r>R et comme surface pour le flux de B, le disque s’appuyant sur ce cercle. La formule ci-dessus nous donne
alors :

Q= ff uonle,.rdrdbe, = fA(r)e_g).rdQe_g’
c
S
Soit uonImR? = 2mrA(r) car le champ B est nul & I'extérieur de la surface grisée !

nIR?
Ko e—>
2r

I _
d'oudyyr =

5.3.3. Cas ou B est uniforme
Dans ce cas trés particulier, il existe une expression simplifiée pour le potentiel vecteur . on aura :

BA7
2

A =

On peut aisément vérifier que divA=0.

6. Continuités

A la traversée d’une distribution de charges, le potentiel vecteur et le champ magnétique se comportent
différemment. Les diverses continuités sont rappelées ci-dessous.

Distribution Champ électrique B Potentiel vecteur A
Volumique j(P) Continu Continu
Surfacique j,(P) Discontinu Continu

o
1 2 Relation de passage

3_2)—3_1) = HoJsA\nyz

Linéique I Discontinu Discontinu

7. Dipdle magnétique

7.1. Moment dipolaire magnétique

1 p=d 1 - 5
g Soit une boucle de courant (C) parcourue par un courant |. Sa surface est S = Egﬁ(c)r Adr.

—

- a1 S
Le moment magnétique sera alors:|M = 1.5 = E§(C)T Adr]

—_—
| Dans le cas d’une distribution de courants permanents j(P), on la décompose en tubes
élémentaires de courant ol I'intensité est constante. Dans ce cas, le moment magnétique

— 5 I —
=15 =L [[[#arcese
(D)

devient :

7.2. Champ créé a grande distance - actions subies

Nicolas CHIREUX Page 9 sur 10



SPE MP ELECTROSTATIQUE - MAGNETOSTATIQUE LYCEE DAUDET

Soit un dip6le magnétiqgue de moment M placé en O. Le diplle est quasi
ponctuel et le point M est a grande distance.
Le potentiel vecteur créé en un point M distant de r est donné par :

i Uo M/\?_MOMCOSQ_)
i 0 Tam 3 am? %9
0 -~ .
Le champ magnétique est donné par :
5 _ Mo 3(M.7)F —r*M  po 2M cosf _, L Ho M sin6 _|
— — = — e. _— e
41 rS 47 13 " Tag 3 0 _
Placé dans un champ magnétique extérieur, il acquiert une énergie potentielle : E;, = —M. By,

Le dipble a donc tendance a l'aligner sur le champ extérieur et a se déplacer vers les zones de champ
intense. On retrouve ces propriétés en utilisant le torseur des forces subies :

—_ —

F= (1\7f grad)Bext et T'= MAB gyt

7.3. Spectre
On peut faire le tracé des lignes de champ. A partir de
dr rdf
B, By
on montre que = 1,.5in%6
On obtient alors le tracé suivant :

Lignes de champ du dipole
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