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Chapitre 1

Intégrales doubles

1.1 Cas général

1.1.1 Définition

Soit D un domaine borné et connexe de R? inscrit dans le rectangle [a,b] X [c,d],
Soit f une fonction définie continue sur le domaine D, prolongée par zéro a I’extérieur de D,
Soient

e Ty=a,...,T,..., T, = b une subdivision de [a,b] avec Ax; = x; — ;1

® Yo =20 Y-, Ym = d une subdivision de [¢,d] avec Ay; = y; — y;—1

o 1y = [z, xi—1] X [y;,y;j—1] et (rijx) une subdivision de D en rectangles élémentaires
Alors l'intégrale f sur D est définie par :

1) = [[ fw,dady = tim 3N flayy)Awidy (1.1)
D

n— +00 —1 j=1
m — +00
Tij € D

1.1.2 Propriétés

Elles découlent de celles de I'intégrale simple :

o I(f+9)=1(f)+1(g)
o IONf) = M(f)VAER
e Sif>0,alors I(f) >0

e Si Dy UDy = D et sile volume D; N Dy = () alors

|[ f@,y)dedy = || f(e.y)dady + [[ f(,y)dedy (1.2)
D D, Do

1.1.3 Calcul

Soit & calculer 'intégrale suivante :

[f fpasay = [ { [ s y)dy} dr (13)
D 1 v

1(w)



On aura si f = (?f;) :

[ sty = [ 1) - Ptz (14)

11 suffit ensuite d’intégrer 'expression F(ya(x)) — F(y1(z)) par rapport & x. Soit G la primitive de
F(y2(x)) — F(y1(x)) par rapport & =, on obtient finalement :

|J f@yydedy = Glaz) - Gla) (1.5)

Il est trés important de ne pas mélanger ’ordre des intégrations : il faut toujours commen-
cer par le domaine dont les bornes sont des fonctions des autres variables pour finir par le
domaine qui ne dépend pas des autres. Si aucune des bornes n’est une fonction des autres variables
alors l'ordre des intégration n’a aucune importance.

Il est & remarquer que si la fonction f(z,y) = 1, 'intégrale calculée représente la surface du domaine
D :
j dxdy = Sp (1.6)
D

Cas particulier Soit D un domaine borné et connexe de R? inscrit dans le rectangle [a, b] x [c, d],

Soit F' une fonction définie continue sur le domaine D, prolongée par zéro a l'extérieur de D, pouvant
se mettre sous la forme F(z,y) = f(z).9(y). Alors dans ce cas, si les bornes d’intégration ne sont pas
interdépendantes, on a

Jf Fo oy = [ { I f(o:).g(y)dy} e [ syie. [ gy (17)
I . U . :

1.1.4 Exemple

Soit & calculer 'intégrale suivante :

/ 1 { / B a:dy} da (1)

= A [xy]gx dx (1.9)

| #(a.y)dady
D

1
/ 222 dx (1.10)
0

_ {23@"1: _2 (1.11)

1.2 Changement de variables dans l’intégrale double

1.2.1 Cas général

Soit ¢(u,v) = [z(u,v),y(u,v)] une application inversible de A C R? sur D C R2. A porte sur (u,v)
et D porte sur (z,y).

OnaD=¢(A) s A=¢YD).

On supposera en outre que les fonctions x et y admettent des dérivées partielles continues sur A.

On définira le Jacobien de I'application ¢ par :

or 0Oy
J=J(uv)=| Gu % == =2_-=Z (1.12)
v v



Ce Jacobien ne doit pas s’annuler sur A pour que application ¢ soit inversible. Alors

fj f(z,y)dady = fj f(o(u,v))|J(u,v)|dudv (1.13)
D

A=¢~1(D)

1.2.2 Cas des coordonnées polaires

Ici x = pcosf,y = psind.
Le Jacobien vaut alors :

dp
S e or 0Oy
. dD dA4 = d-°r = pdodp J= Juw) = 9 0p | cos 0 sinf |
- o 9z Oy || —psin® pcost =f
00 00
L’élément de surface en coordonnées polaires s’écrit donc :
dS = pdpdf (1.14)

Si le probléme présente une symétrie cylindrique - donc que la fonction & intégrer ne dépend pas de 6 -,
on pourra utiliser 1’élément de surface déja intégré pour 6 € [0, 27| soit dS = 2mwpdp. Alors :

ﬂfm@w:AF@%mp (1.15)
A



Chapitre 2

Intégrales triples

2.1 Cas général

2.1.1 Définition

Soit D un domaine borné et connexe de R? inscrit dans le parallélépipede [a,b] x [c,d] x [e, h],
Soit f une fonction définie continue sur le domaine D, prolongée par zéro a I’extérieur de D,

Soient
e Ty=a,...,T,..., T, = b une subdivision de [a,b] avec Ax; = x; — ;1
® Yo =20 ...y Yjs- .-, Ym = d une subdivision de [¢,d] avec Ay; = y; — y;—1
® Zy=¢€...,%,...,2p = h une subdivision de [e, h| avec Az, = 2z, — z_1

® Dijk = [Ti, Tim1] X [Yj,Yj—1] X [2k, 2k—1] €t (pijr) une subdivision de D en parallélépipédes
élémentaires

Alors lintégrale f sur D est définie par :

1) = [{] F@,y. 2)dadydz = tim >SS flan, . ) AviAy; Az (2.1)
D i J k

Pijk €D

2.1.2 Propriétés

Elles découlent de celles de l'intégrale simple :

o I(f+9)=1(f)+1(9)
o INf) = M(f) VAR
e Si f>0,alors I(f) >0

e Si Dy UDy =D et sile volume Dy N Dy = P alors

jff flx,y, 2)dedydz = fjf f(z,y, 2)dxdydz + jfj flz,y, 2)dxdydz (2.2)
D Ds Dy

2.1.3 Calcul

Soit & calculer I'intégrale suivante :

J]ff(x,y,z)dxdydz = /1’2 {/y:(j) {/2(2(1’?) f(x,y,z)dz} dy} dx (2.3)
D z1 y1(z z1(z,y



On aura si f = (ZF> :
2 ) w

fgf f(z,y, 2)dzdydz = /gg1 {/y

On intégre ensuite l'expression F'(z2(z,y)) — F(z1(z,y)) & x constant. Soit G la primitive de F'(z2(z,y))—
F(z1(z,y)) & « constant, on aura alors :

y2(x)

» [F'(22(z,y)) — F(zl(w,y))}dy} dx (2.4)

[J) £y 2)dndyaz = [ (G lunta)) ~ Gl (o)l (23)
D Bt

Il suffit ensuite d’intégrer l’expression G(y2(x)) — G(y1(x)) par rapport & x. Soit H la primitive de
G(y2(z)) — G(y1(x)) par rapport & z, on obtient finalement, :

ffj fz,y, 2)dedydz = [H(x2) — H(x1)] (2.6)
D

11 est trés important de ne pas mélanger ’ordre des intégrations : il faut toujours commen-
cer par le domaine dont les bornes sont des fonctions des autres variables pour finir par le
domaine qui ne dépend pas des autres. Si aucune des bornes n’est une fonction des autres variables
alors ’ordre des intégration n’a aucune importance.

Tl est & remarquer que si la fonction f(z,y, z) = 1, l'intégrale calculée représente le volume du domaine

D :
fj dxdydz = Vp (2.7)
D

Cas particulier Soit D un domaine borné et connexe de R?® inscrit dans le parallélépipede [a,b] x
[c,d] x [e, R},

Soit, F' une fonction définie continue sur le domaine D, prolongée par zéro a I'extérieur de D, pouvant
se mettre sous la forme F'(z,y,z) = f(x).g(y).h(z). Alors dans ce cas, si les bornes d’intégration ne sont
pas interdépendantes, on a

b d h b d h
IJJF(%y,z)dxdydz:/a {/c {/e f(x).g(y).h(z)dz}dy}dx:/a f(x)dac/c g(y)dy./e h(z)dz

(2.8)

2.1.4 Exemple

Soit & calculer I'intégrale suivante :

jjj f(z,y, z)dzdydz
D

{/OH {/Ol_x_y dz} dy} da (2.9)
1 {/Ol_m(l —x—y)dy} dx (2.10)

dx (2.11)

_ [_(l‘x)g]: _! (2.12)

Il
s~



2.2 Changement de variables dans l’'intégrale triple

2.2.1 Cas général

Soit ¢(u, v, w) = [2(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)] une application inversible de A C R? sur D C R3.
A porte sur (u,v,w) et D porte sur (z,y, 2).

Ona D =¢(A) s A=¢ D).

On supposera en outre que les fonctions z, y et z admettent des dérivées partielles continues sur A.

On définira le Jacobien de 'application ¢ par :

on oy 0z
U U U
J = J(u,v,w) = % % % (2.13)
ow OJw Ow
Ce Jacobien ne doit pas s’annuler sur A pour que I"application ¢ soit inversible. Alors
jfff(x, y, z)dzdydz = jfj flo(u,v,w))|J (u,v,w)|dudvdw (2.14)
D A=¢~1(D)
2.2.2 Cas des coordonnées cylindriques
Ici x = pcosB,y = psinf et z = 2.
Le Jacobien vaut alors :
dp
0z oy 0
o P - gp gp gp cosf  sinf 0
dV=d’r=pdbdpdz J = J(u,v,w) = % % % =| —psinf pcosf 0 |=p
’ do By G| 1o 0o
0z 0z 0z
L’élément de volume en coordonnées cylindriques s’écrit donc :
dV = pdpdfdz (2.15)

Si le probléme présente une symétrie cylindrique - donc que la fonction & intégrer ne dépend pas de 6 -,
on pourra utiliser 1’élément de volume déja intégré pour 6 € [0, 27] soit dV = 2wpdpdz. Alors :

fjj F(p,z)dV = JI F(p, z)2mpdpdz (2.16)
A A

2.2.3 Cas des coordonnées sphériques

(\ Ici x =rsinfcosp,y =rsinfsiny et z = rcosb.

ST o Le Jacobien vaut alors :

J = J(u,v,w)
or 0y 0:
it
b 8 &
+ Q@ = —_— [ JR—
‘. op Op Oy
p=r.5irg sin f cos ¢ sin @ sin ¢ cos

= rcosfcosp rcosfsing —rsind
—rsinfsing rsinfcosp 0

T.sing. g

= r2?sinf



L’élément de volume en coordonnées sphériques s’écrit donc :
dV = r’sinfdrdfdy (2.17)

Si le probléme présente une symétrie sphérique - donc que la fonction & intégrer ne dépend ni de 6, ni de
© -, on pourra utiliser 1’élément de volume déja intégré pour 6 € [0, 7| et ¢ € [0,27] soit dV = 4nr2dr.

Alors :
jﬂ F(r)dV = /A F(r)dnrdr (2.18)
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