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Chapitre 1

Con
epts fondamentaux

1.1 Fon
tion d'onde

1.1.1 Dé�nition

1.1.2 In
ertitude statistique et mesure

Le 
arré de l'é
art quadratique

moyen, qui mesure la dispersion

des mesures autour de la valeur

moyenne, est donné par :

∆x =
√

〈x2〉 − 〈x〉2 (1.1)

On peut dé�nir de même l'in-


ertitude statistique pour px la


omposante suivant ~ux de la

quantité de mouvement :

∆px =
√

〈p2x〉 − 〈px〉2 (1.2)

Ces in
ertitudes n'ont rien à voir ave
 une quel
onque impré
ision des mesures. Elles sont intrinsè-

quement quantiques. Si la pré
ision de mesure δx des appareils de mesure est supérieure à ∆x on aura

une bonne représentation d'un objet pon
tuel.

1.1.3 Relations d'in
ertitude d'Heisenberg

Revenons à l'expérien
e de di�ra
tion (de photons,

d'éle
trons ou d'atomes...) par une fente �ne de

largeur a. Plus la fente est �ne, plus la ta
he de

di�ra
tion est large. On note θ la demi-largeur

angulaire de la ta
he 
entrale de di�ra
tion.

De manière générale, la relation d'in
ertitude de Hei-

senberg, s'é
rit sous la forme :

∆x.∆px ≥ ~

2
ave
 ~ =

h

2π
(1.3)
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Cette relation s'applique bien sûr aux deux autres autres dire
tions de l'espa
e :

∆y.∆py ≥ ~

2
et ∆z.∆pz ≥ ~

2
(1.4)

Par 
ontre ∆xi.∆pj n'admet pas de limite inférieure non nulle pour i 6= j.

On ne peut don
 pas mesurer simultanément la position et la quantité de mouvement (don
 la vitesse)

ave
 une pré
ision arbitrairement grande. La notion 
lassique de traje
toire, pour laquelle la position et

la vitesse sont déterminées à 
haque instant disparaît.

Si on 
on�ne des parti
ules, leurs vitesses seront très dispersées. Inversement, si on prépare des par-

ti
ules de manière à 
e que leur vitesse soit bien déterminée, alors l'indétermination sur leur lo
alisation

sera grande (les parti
ules seront délo
alisées).

1.1.4 Inégalité de Heisenberg temps - énergie

Les phénomènes ondulatoires 
on
ernent tout aussi bien un rayonnement que des 
orpus
ules matériels

selon L.de Broglie (dualité onde-
orpus
ule). Or, une onde représentant un rayonnement et utilisée dans

sa version idéale d'onde plane, possède une extension in�nie aussi bien spatiale que temporelle. Pour une

telle onde, la transformée de Fourier qui donne le spe
tre en ve
teurs d'onde ou pulsation 
onsiste en

une distribution de Dira
. Ce
i 
orrespond à une absen
e de dispersion sur la valeur de la pulsation et

don
 ∆ω ≃ 0

Si on utilise une onde tronquée dont la durée temporelle ∆t est �nie, le spe
tre en pulsation présente

une dispersion de largeur �nie ∆ω.
Ainsi, la durée temporelle de l'onde et la dispersion de sa pulsation varient en sens inverse et le

traitement mathématique de la transformée de Fourier établit une relation du type :

∆t.∆ω ≃ 1 (1.5)
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Si on tient 
ompte de la relation d'un quantum d'énergie E = hν = ~ω, on en déduit :

∆t.∆E ≃ ~ (1.6)

Cette relation est fondamentale pour le rayonnement 
ar elle exprime qu'un rayonnement purement

mono
hromatique n'existe pas et qu'il existe né
essairement une largeur spe
trale �nie. Or, le rayonne-

ment étant issu de désex
itation d'atomes, on en déduit que les niveaux d'énergie atomiques sont enta
hés

d'une 
ertaine dispersion.

D'après la dualité onde-
orpus
ule pour des 
orpus
ules matériels, la même analyse e�e
tuée 
i-dessus

s'applique à des ondes de matière. Dans 
e 
as, le système (
orpus
ule matériel) possède une dispersion

en énergie inversement proportionnelle à un temps 
ara
téristique de son évolution. Cette situation

sera revue lors de la des
ription de l'évolution d'un système par les outils théoriques de la mé
anique

quantique.

1.1.5 Illustration : énergie minimale d'un os
illateur harmonique quantique

Le modèle de l'os
illateur harmonique a de nombreuses appli
ations :

• en général, le mouvement 
onservatif d'un point au voisinage d'une position d'équilibre stable est

du type harmonique

• au niveau mi
ros
opique, les for
es d'intera
tion entre les atomes d'une molé
ule sont modélisées

par des for
es élastiques. On peut don
 se ramener au modèle de l'os
illateur harmonique pour

étudier les vibrations de molé
ules.

Rappels sur l'os
illateur harmonique 
lassique

Le mouvement harmonique a été étudié en Sup. Si on

note x l'é
art par rapport à la position d'équilibre,le

mouvement harmonique est 
ara
térisé par

x(t) = A cos(ω0t+ ϕ) (1.7)

v(t) = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ) (1.8)

• la position x est 
omprise entre −A et A

• la vitesse v est 
omprise entre −ω0A et ω0A

L'énergie de l'os
illateur harmonique (
orrespondant à son énergie mé
anique) est donnée par :

E = Ec+Ep =
1

2
mv2+

1

2
kx2 =

1

2
mA2ω2

0 sin
2(ω0t+ϕ)+

1

2
kA2 cos2(ω0t+ϕ) ave
 ω0 =

√

k

m
pulsation propre

(1.9)

On a alors que E =
1

2
mω2

0A
2
.

Classiquement, la valeur minimale de l'énergie est Emin = 0.

Os
illateur harmonique quantique

En résolvant l'équation de S
hrödinger -que nous allons voir au paragraphe suivant- on trouverait

que les niveaux d'énergie de l'os
illateur sont quanti�és. Les valeurs des énergies des di�érents niveaux

s'expriment sous la forme :

En =

(

n+
1

2

)

~ω0 ave
 n ∈ N (1.10)

On 
onstate que le niveau d'énergie minimale (pour n = 0) vaut bien Emin =
~ω0

2
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1.2 Équation de S
hrödinger unidimensionnelle

1.2.1 Cas d'une parti
ule libre

1.2.2 Linéarité de l'équation de S
hrödinger

C'est 
ette notion de superposition d'états qui est à l'origine du paradoxe du 
hat de S
hrödinger.Un


hat est enfermé dans une boîte ave
 un �a
on de gaz mortel et une sour
e radioa
tive. Si un 
ompteur

Geiger déte
te un 
ertain seuil de radiations, le �a
on est brisé et le 
hat meurt. Selon l'interprétation

de Copenhague, le 
hat est à la fois vivant et mort. Pourtant, si nous ouvrons la boîte, nous pourrons

observer que le 
hat est soit mort, soit vivant.

Le 
hat de S
hrödinger est une expérien
e de pensée

imaginée en 1935 par le physi
ien Erwin S
hrödinger,

a�n de mettre en éviden
e des la
unes supposées de

l'interprétation de Copenhague de la physique quan-

tique, et parti
ulièrement mettre en éviden
e le pro-

blème de la mesure.

Au début, on pensait que la mesure en perturbant

le système le faisait bifurquer d'un état quantique

superposé vers un état mesuré.

Un 
ertain nombre de théori
iens quantiques af-

�rment que l'état de superposition ne peut être

maintenu qu'en l'absen
e d'intera
tions ave
 l'envi-

ronnement qui � dé
len
he � le 
hoix entre les deux

états (mort ou vivant). C'est la théorie de la dé-


ohéren
e. La rupture n'est pas provoquée par une

a
tion � 
ons
iente �, que nous interprétons 
omme

une � mesure �, mais par des intera
tions physiques

ave
 l'environnement, de sorte que la 
ohéren
e est

rompue d'autant plus vite qu'il y a plus d'intera
-

tions.

À l'é
helle ma
ros
opique, 
elui des milliards de milliards de parti
ules, la rupture se produit don


pratiquement instantanément. Autrement dit, l'état de superposition ne peut être maintenu que pour

des objets de très petite taille (quelques parti
ules). La dé-
ohéren
e se produit indépendamment de la

présen
e d'un observateur, ou même d'une mesure.

5



1.3 Équation de S
hrödinger indépendante du temps

1.3.1 Re
her
he des fon
tions d'onde stationnaires

1.3.2 État quel
onque

1.4 Parti
ule libre

1.4.1 Cara
tère non physique des ondes de De Broglie

1.4.2 Paquet d'onde - Dispersion

En fait seule la superposition d'ondes de

de Broglie a un sens : nous 
onsidèrerons

le paquet d'onde suivant

Ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞

g(k)ei(kx−ω(k)t) dk

(1.11)

Figure 1.1 � Allure de la fon
tion d'onde

Ψ(x, t) et de la densité ρ asso
iée

Chaque 
omposante se dépla
e à une vitesse di�érente puisque ω =
~k2

2m
: il y aura don
 dispersion

qui se traduit par un étalement du paquet d'onde.

Figure 1.2 � Étalement du paquet d'onde asso
ié à de la fon
tion d'onde Ψ(x, t) à 
ause de la dispersion

1.4.3 Courant de probabilité
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Chapitre 2

États stationnaires d'une parti
ule dans

les potentiels 
onstants par mor
eaux

2.1 Dans un puits in�ni unidimensionnel

2.1.1 Résolution de l'équation de S
hrödinger

Nous devons résoudre l'équation de S
hrödinger indépendante

du temps

− ~
2

2m
ψ”(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (2.1)

Sa
hant que V (x) = 0 pour x ∈ [0, L] et que V (x) = +∞
ailleurs, nous avons à résoudre

~
2

2m
ψ”(x) + Eψ(x) = 0 (2.2)

Figure 2.1 � Puits de potentiel in�ni unidimensionnel

Cas où E < 0

Cas où E > 0

Figure 2.2 � Puits de potentiel in�ni uni-

dimensionnel - Tra
é des fon
tions d'onde

pour n = 1, n = 2 et n = 3
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2.1.2 Évolution temporelle d'une parti
ule 
on�née

Figure 2.3 � Probabilité de présen
e ρ = |Ψ(x, t)|2

pour ψ(x, 0) =
1√
1.29

(ψ1 + 0.5ψ2 + 0.2ψ3)

2.2 Dans une mar
he de potentiel

Une mar
he de potentiel est une dis
ontinuité �nie

V de l'énergie potentielle à laquelle est soumise une

parti
ule. En mé
anique 
lassique il n'y a que deux

situations possibles :

� soit l'énergie E de la parti
ule est supérieure

à V et la parti
ule peut fran
hir la mar
he.

� soit l'énergie E de la parti
ule est inférieure à

V et la parti
ule est ré�é
hie par la mar
he.

2.2.1 Cas E > V - Coe�
ients de ré�exion et de transmission

Figure 2.4 � Allure de

Re(Ψ(x, t)) pour E > V
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Coe�
ients de ré�exion et de transmission

2.2.2 Cas E < V - Évanes
en
e

Coe�
ients de ré�exion et de transmission

Figure 2.5 � Allure de Re(Ψ(x, t)) pour E < V

2.2.3 Onde gaussienne sur une mar
he de potentiel

Cas où E > V

Étudions l'arrivée d'une onde de pro�l gaussien sur

une mar
he de potentiel. Cette onde résulte de la

superposition d'un 
ertain nombre d'onde de De

Broglie étudiées pré
édemment.

La mar
he est située en x = 0 et nous nous plaçons

dans le 
as où E > V .

Notez les interféren
es de l'onde ré�é
hie ave
 l'onde

in
idente sur la deuxième �gure.

Figure 2.6 � Allure de |Ψ(x, t))|2 pour E > V
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Cas où E < V

La mar
he est située en x = 0 et nous nous plaçons

dans le 
as où E < V .

Notez les interféren
es de l'onde ré�é
hie ave
 l'onde

in
idente sur la deuxième �gure.

Figure 2.7 � Allure de |Ψ(x, t))|2 pour E < V
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2.3 Barrière de potentiel - E�et tunnel

Imaginons maintenant que la mar
he de potentiel

ne soit plus in�nie mais d'une longueur a.

Il est aisé de voir que si a devient assez faible, la

fon
tion de l'onde évanes
ente qui dé
roit en expo-

nentielle n'aura pas eu le temps de s'annuler. Par


ontinuité de la fon
tion d'onde en x = a, il semble-

rait une onde transmise puisse alors prendre nais-

san
e de l'autre 
�té de la barrière de potentiel alors

que E < V : 
'est l'e�et tunnel.

Figure 2.8 � Allure de Re(Ψ(x, t)) pour E < V
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